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Capitulo 1 

INTEGRAL DEFINIDA 


En el capítulo 1 del tomo 1 hemos considerado el problema de la 
física en el cual calculamos el camino recorrido por el punto material 
que se. movía a lo largo del eje Oy con una velocidad determinada y el 
problema de la geometría en el cual calculamos el área del trapecio 
curvilíneo (es decir, la figura que se halla entre la gráfica de la fun¬ 
ción y = / te) y el segmento lo, ó] del eje Ox). Resolviendo estos dos 
problemas llegamos a la conclusión de que es necesario introducir 
el nuevo concepto matemático, el de integral definida. Además do dos 
problemas considerados, algunos otros problemas importantes de la 
física y geometría llevan también al concepto de integral definida. 
En el presente capítulo exponemos la teoría de la integral definida. 
En el siguiente capitulo aplicaremos esta teoría en algunos proble¬ 
mas de la física y geometría. 

§ 1. Sumas integrales. Inlegrabilidad 

Sea la función f (a:) dada en el segmento la. ól, a <b. Mediante 
el símbolo T denotemos la partición del segmento (a. ó) empleando 
algunos puntos no coiucidentes uno con otro a = x„ <x, < . . . 
...<*„=* en n segmentos parciales lx 0 , Ixj, *»1, . . . 

. . ., *„]. Los puntos¡r 0 . ...,*„ se denominarán puntos de 

la partición T. Sean punto arbitrario del segmento parcial lx, 3 ,1 
y &x, diferencia x, — que a continuación se denominará longitud 
del segmento parcial x¡]. 

Definición 1. El número / {*„ | ( ), en el cual 

!{*,. = + /<!,) ¿*,+ .••+/(U A*, - S /(?,) Aj 

i—i 

se denomina suma integral de la función f (x) correspondiente a la 
partición dada T del segmento (a, b) y la elección dada de los punios 
intermedios en los segmentos parciales 1,1. A continuación, 

mediante A se denotará la longitud del segmento parcial máximo de 
la partición T, es decir, A = máx A*/. 

Aclaremos el sentido geométrico de la suma integral. Para hacerlo, 
consideremos un trapecio curvilíneo , o sea, una figura limitada por la 
gráfica de la función / (x) (para la simplicidad, tomaremos la función 
positiva y continua), dos ordenadas trazadas por los puntos a y b 
del eje de abscisas y el mismo eje de abscisas (fig. 1.1). Evidente- 
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mínenlo. Ja suma integral I{x¡, £, } cscl área tle la figura escalonada 
rayada en la fig. 1.1. 

Definición 2. El número I se denomina limite de las sumas integra¬ 
les I \x¡, g,| para A—>- 0 si para cualquier número positivo e se puede 
indicar un número positivo 6*1 tal que para toda partición T del seg¬ 
mento [a, 61, en el cual la longitud máxima A de los segmentos parcia¬ 
les es menor de 6, independientemente de la elección de los puntos 4, 

en los segmentos Ir,,,, r,] se cum¬ 
ple la desigualdad 

I l {*». ti) — 1 I < b. 

Para denotar el límite de las 
sumas integrales se usan los sím¬ 
bolos 

/-lím !{x ?,}. 

A-U 

Definición 3. La función 
/ |xl se denomina integrable (según 
lliemann **)) en el segmento |<i, 
61 si existe el límite finito / de 
las sumas integrales de esta función para A —»(•. Dicho límite 1 se 
denomina integral definida de la función I t r> por el segmento [a, 
6| y se denota del modo siguiente: 

h 

/ = J / (x) de. 

tí 

Los representaciones geométricas muestran ***) que la integral 
detinida es igual numéricamente al área del trapecio curvilíneo 
determinado por la gráfica de la función f (r) en el segmento [a. 61. 
En el capitulo 2 demostraremos la validez de esta afirmación. 

Aduzcamos el ejemplo de la función Integrable. Demostremos que 
la función / (x) = c — const es integrable en cualquier segmen- 
b 

to (o, 61 con tal que ^ c dx — c (6 — a). En efecto, como f í|,) =* c 

a 

para cualesquiera 4 ( , se tiene 
1 {*t. Xi } = cAx, +- cAx, -+-... -r c Ax„ = 

= c (Ax, 4- Axj + . . . + Ax„) = c (6 — a). 
Por eso. lím / íx ( , ^ c (6 — o). 

A-0 

Aclaremos el problema de la integrabilidad de las funciones no 
acotadas en el segmento lo, 61. 

*) Ya que el número 6 depende de í, a veces se escribe 6 = 6 (e). 

**) Bcrnbard Hiemauo, matemático alemán (1826—1866). 

•**) Véase el § 4 del cap. t en el tomo t. 
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Demostremos la siga ton te afirmación: la función no acolada en 
el segmento la, ó| no es integrable en este segmento. 

demostración Sen que la función f (x) no está acotada en el seg¬ 
mento la, ó], Entonces no está acotada en un segmento parcial del 
segmento x ft ] de cualquier partición T dada del segmento [n, 61. 

Por eso, el sumando / (|i,) Axa de la suma integral / {x ( , £¡ ¡ corres¬ 
pondiente a esta partición T puede hacerse cualquiera grande que 
sea en su valor absoluto variando la elección del punto I*. Do aquí 
se desprende que las sumas integrales I {x/. £/} que corresponden 
a cualquier partición T no están acotadas *) y por eso no existe 
límite finito de las sumas integrales. 

Conforme a la afirmación demostrada, consideraremos solamente 
las funciones acotadas en el segmento [a. 61. Surge la pregunta, sí toda 
función acotada en el segmento [a. 61 es integrable en este segmento. 
El siguiente ejemplo muestra que eso, hablando en general, no os 
así. Cerciorémonos de que la función de Diriclilet acotada, sin duda, 
en el segmento la, 61 y cuyos valores en los puntos racionales son 
iguales a la unidad y, en los irracionales, a cero, no es integrable en 
el segmento la, 61. En efecto, si para cualquier partición T con A, 
cualquiera pequeña que sea, elegimos los puntos racionales %¡, enton- 

>1 ti 

ces, es obvio que I {a,, g,} = / <?<) A *i — Axj -*» 

= 6 — a. Si para la misma partición T elegimos los puntos irracio¬ 
nales 5i. entonces /{x ( , £,} «• l>. Por oso, para la función de Diricli- 
let no existe limite de las sumas integrales, o sea, esta función no es 
integrable. 

A continuación, demostraremos la integrabilidad de todas las 
funciones continuas y una clase amplia do funciones discontinuos. 

§ 2. Sumas superiores e inferiores 

i. Concepto de sumas superior e inferior. Sea la función / (x) 
acotada en el segmento [a. 61 y sea T partición de este segmento por 
los puntos a = x„ <x, <• . . <x„ = 6. Mediante M¡ y m, 
denotemos respectivamente la cota superior exacta y la inferior 
exacta de esta función en el segmento lx¡_ t , xjl. Las sumas 


S = Af,Ax, -¡-,1/ ,Ax„ J- ... + ;lf „Ax„ = T M,Ax t 

i—i 


*1 Para cerciorarse de esto, basta fijar los puntos |j en todos los segmentos 
parciales de la partición T, excepto el sogniento |r»_,. r,J Entonces, en la suma 
integral I tx,. £,) variará solamente el sumando / (f*l que puede ser cual¬ 
quier grande que sea en su valor absoluto. 
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y 

s = m,\x, + m.Ax. + ... +m n Aí„ - f¡ m¡Áx t 

t—i 

se denominan respecticamenle sumas superior e interior de la lunción 
/ {x) para la partición T del segmento |«. />]. 

Es obvio que toda suma integral 1 {x¡. } de la partición dada T 

del segmento [a, 6] se comprende entre las sumas superior S e interior s de 
esta partición. 

Los conceptos de sumas superior e inferior se hacen bien evidentes 
si nos referimos n representaciones geométricas. Para la simplici¬ 
dad, consideremos una función continua y positiva / (x) y el trapecio 
curvilíneo determinado por esta función (las figs. 1.2 y 1.3). Si T es 




Fig. 1.2 


Fig. 1.3 


cierta partición del segmento (a, i»l, entonces los números M, y m, 
en el caso de la función continua / ( x ) son los valores máximo y míni¬ 
mo de esta función en el segmento parcial I¿ri_,. x,i de la partición T. 
Por eso, la suma superior S es igual al área de la figura escalonada 
rayada (fig. 1.2) que contiene el trapecio curvilíneo, y la suma infe¬ 
rior s es igual al área de la figura escalonada rayada (fig. 1.3) que 
se contiene en el trapecio curvilíneo (este trapecio está trazado por 
una línea gruesa en las figs. 1.2 y 1.3). 

Gomo ya se ha dicho, de la representación geométrica se despren¬ 
de que la integral es numéricamente igual al área del trapecio curvi¬ 
líneo. Por otra parte, es evidente que si la diferencia entre las sumas 
superiores e inferiores puede hacerse tan pequeña como so desee, enton¬ 
ces, estas sumas pueden ser tan próximas como se quiera al área 
del trapecio curvilíneo. Por eso, es de esperar que para la integral» - 
lidad de la función es necesario y suficiente que la diferencia entre 
las sumas superiores e inferiores sea tan pequeña que como se quiera 
La demostración estricta se dará en el párrafo siguiente. 
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2. Propiedades de las sumas superiores e inferiores. Demostremos 
la validez de las siguientes propiedades do las sumas superiores 
e interiores: 

I o . Para cualquier partición jijada T y cualquier e > 0 pueden 
elegirse los puntos intermedios g, en los segmentos [z¡_,, z,l de tal modo 
que la suma integral I {x¡, g,} satisfaga las desigualdades 0sCJ S 1 — 
— I {*i« g¡} < E. Pueden elegirse también los puntos g, de Lalmodo que la 
suma integral satisfaga las desigualdades 0^/ {z ( , g,j — s < e. 

Sea T una partición fijada del segmento [a. ó). Demostremos, 
por ejemplo, que por e ;> 0 dado pueden elegirse los puntos gj de tal 
modo que se cumpla la desigualdad 0sg 5 — I {z ( , g¡) < e. Según 
la definición de la cota exacta Af¡, para e > 0 dado en el segmento 
la - !.,, x¡] se puede indicar un punto g ( tal que 

0 < M, - f (g,) <e/(ó — a), i = i, 2, . . n. 

Multiplicando estas desigualdades por Az, y después sumándolas, 
obtenemos 

0*5 5 - / {■*«, 61 } <r 

La validez de la propiedad 1° queda establecida. 

2°. SI la partición T' del segmento [a, ó) se hace añadiendo nuevos 
puntos a los puntos de la partición T de este segmento, entonces la suma 
superior S‘ de la partición V no es mayor que la suma superior S de la 
partición T, y la suma inferior s' de la partición T no es menor que 
la suma inferior s de la partición T, o sea, 

S’ <5. 

Ya que la partición T puede obtenerse de la partición T al añadir 
sucesivamente nuevos puntos a T, es obvio que baste demostrar la 
propiedad enunciada para el caso cuando a Y se lo añade un punto. 
Sea que este punto x está en el segmento [z, x¡\ de la partición T 

del segmento (a, 61. Mediante M\ y M\ donotenms las cotas superiores 
exactas de la función f (x) en los segmentos z'l y I*', z ( ). me¬ 

diante Azi y Ax¡. las longitudes de estos segmentos, y inodiante S 
y S', las sumas superiores de la partición T y la T' obtenida al aña¬ 
dir el punto x' a la partición T. Notemos que Az¡ = Azi -f- Azi. 
Además, si M¡ es cota superior exacta de la función f (x) cu el seg¬ 
mento Iz, X|J, entonces Aí ( > ;l/i y M¡ > Mi puesto que es evi¬ 
dente que la cota superior exacta de la función en una parte del seg¬ 
mento [z,_,. x¡] no supera la cota superior exacta M¡ de esta fundón 
en todo el segmento [zi_„ z ( J. Por eso, teniendo en cuenta que las 
sumas S y S‘ se diferencian solamente en los sumandos W,Az, 
y Mi Azj 4- MJAzJ. obtenemos 

S - S' = M t Az, — (Mi Azi -f ,1/iAzJ) = 

- (M¡ — M\) Azi (Mi — A/i) A*i> 0. 
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o se», La demostración para las sumas inferiores se hace 

análogamente. 

3 C . Sean T' ij V cualesquiera don particiones del segmento | a, 61 
Entonces, Insuma injertar de una de estas particiones no supera la suma 
superior de laotru. A saber, si s'. S' y s". S" son sumas Inferiores ij supe¬ 
riores de las particiones T' y T". entonces respectivamente 

*'< 5', .Ss^S'. 

Hemos establecido anteriormente que la suma inferior de la parti¬ 
ción dada no sopera la suma superior de esta partición. Sea T parti¬ 
ción del segmento la, 61 obtenida al unir las particiones *) T' y 7"', 
y sean s y 5 las sumas inferior y superior de la partición T . Ya que la 
partición T puede obtenerse do la partición T‘ al añadir n ésta los 
puntos de la partición T" , entonces, según ln propiedad 2 o y la 
propiedad mencionada do las sumas inferior y superior de una misma 
partición, tenemos 

s'<s< S\ 

Cero la partición T puede obtenerse también de la partición f al 
añadir a ésta los puntos de la partición T'. Por eso, 

< S‘. 

Comparando las desigualdades establecidas anteriormente con lasque 
acabamos de obtener, nos cercioramos de que s' ^ S', tf ^ S'. 
La validen de !u propiedad 3* queda establecida. 

4®. EL conjunto {.V} de las sumas superiores de la función dada t ir) 
para todas las particiones posibles del segmento la. 61 está acolado 
inferiormente. El conjunto (s¡ de las sumas inferiores está acotado 
superiormente. 

Esta propiedad se desprende directamente de la propiedad 3 . Ln 
efecto, toda suma superior no es menor que cierta suma inferior fijada. 
Por consiguiente, el conjunto {Sj de las sumas superiores está acola¬ 
do interiormente. Toda suma inferior no es mayor que alguna suma 
superior, y, por eso. el conjunto {s} de las sumas inferiores está acota¬ 
do superiormente. Mediante 1 denotemos la cota inferior exacta del 
conjunto {5} de las sumas superiores, y mediante /, la cota superior 
exacta del conjunto de las sumas inferiores: 

F =* Inf |5}, / = sup {s}. 

Los números T e I se denominan respectivamente integrales supeiior 
e inferior de Darboux de la función f (x). Demostremos que ¡. 

*) Al mismo tiempo, los pontos comunes de las particiones T y T' se toman 
en consideración una vez. 
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Sea / > I. Entonces, la diferencia / — / es número positivo que se 
denotará mediante e, así que 1 — 7 = e > 0. De la definición do 
las cotas exactas / e / se desprende que existen los números S' y s ' 
que son respectivamente sumas superior e inferior de algunas parti¬ 
ciones T' y T" del segmento lo, b\ tales que 7 -+- i- > S' e / — - 5 - < 
<s". Sustrayendo la segunda desigualdad de la primera y teniendo 
en cuenta que / — / — t. obtenemos s” > S'. Pero esta última 
desigualdad contradice 1a propiedad 3 o de las sumas superiores 
o inferiores. 

5°. Sea que la partición T' del segmento la, ¿>] se obtiene de la parti¬ 
ción T al añadir a la última p puntos nuevos y sean s', S' y s, S sumas 
inferiores y superiores de las particiones T y T. Entonces, para las 
diferencias S — S' y s' — ,v *) se puede obtener una estimación que de¬ 
pende de la longitud máxima A de los segmentos parciales de la parti¬ 
ción T, del número p de los puntos agregados y de las cotas superior 
e inferior exactas M y m de ta función f (x) en el segmento la. b\. 
A saber. 


S — S' ^ (.1/ — ni) pS, s’ — .vs^ (Af — m) pA. 

Para cerciorarse de que esta propiedad es válida, baste demostrar 
las desigualdades aducidas para el caso cuando a la partición T su 
agrega un punto x\ Sea que este punto está en el segmento (x,_„ x,) 
de la partición T. Entonces, este segmento se divido en dos segmen¬ 
tos [*»_!, x'\ y Ix', x,l cuyas longitudes so denotarán medíanlo Aa¡ 
y Ax¡, respectivamente. Sean M¡, AI\ y Al", las colas superiores 
exactas de la función / (x) en los segmentos |x,_„ x,l, x'] 

y Ix', x,J. respectivamente Ya que Ax, = Ax¡ -f Ax, y las sumas 
superiores S y S' de las particiones T y T‘ so diferencian sola¬ 
mente en los sumandos \r,Sx, y M,Sx’¡ -f .V/¡Axí, entonces, 

s-s =■ M, (Ax¡ -r Axil - a/¡Axí -r A/JAx}) (. 1 /, - A/í)Axí -f- 

+ (Ai 1 — Mt)Ex’,. Luego, m ^ ,l/¡ cg M, sj M y ms¿ .l/jíS .!/,< 

Por eso. Al, — M,<^ M — m y \I, — Al — 

— m. Por consiguiente. 5—(,U — m) (Axi + A*J) = (Ai — 

— m) Ax,. Ya que Ax, < A,¡ entonces 5 — S' < (M — m) A. Esta 
desigualdad coincide con la primera de las desigualdades aducidas en 
la formulación de la propiedad 5°, si p = 1. La demostración para 
las sumas inferiores se haré análogamente. 


:> Motemos que, en virtud)do Ja propiedad 2 o , estas diferencias son no 
negativas. 

•*) Anteriormente, demostrando la propiedad 2°. ya humos notado que la 
cota superior exacta de la función en una pane del segmento no supera su cola 
superior exacta en todo el segmento. Observemos también que la cota iuferior 
exacta de la función en todo el segmento no supero su cota superior exacta en 
cualquier parte de este segmento. 
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6 ’. Lema de Darboux. Las integrales superior e inferior de Darboux 
Te I de la función f (x) por el segmento \ a, 6 ] son, res pee ticamente, los 
limites *) de las sumas superiores e inferiores para A-*-O. 

demostración Demostremos, por ejemplo, que lím ¡S = /. 

A — 0 

Para el caso de XI = ni, es decir, uñando / (x) — c = const, el loma es 
evidente puesto que S — I — I — s. Por eso, tomamos M > m. Ya 
que 7 es la cota inferior exac ta del conjunto de las sumas superiores, 
entonces, para cualquier e > 0 dado so puede indicar una parti¬ 
ción T* del segmento (n, 61 tal que la suma superior 5* do esta parti¬ 
ción se diferencio do I en menos que e'' 2 : 

S* - 7<e/2. (1.1) 

Denotemos mediante p el número do los puntos de la partición T* que 
se encuentran estrictamente dentro del segmento lo, 61. Sea T cual¬ 
quier partición del segmento la. 6 ), eu el cual la longitud máxima A 
de los segmentas parciale.s verifica la condición 

< 12 > 

y sea S la suma superior de esta partición. Añadimos a esta partición 
los puntos interiores de la partición T' Como resultado, obtenemos 
la partición 7” cuya suma superior S' satisface, en virtud de la 
propiedad 5 o y la condición (1.2) para A, la desigualdad 

0< 5 — S’s£ (.1/ - m) pA <e/2. (1.3) 

Por otra porte, la partición 7" puede considerarse como la partición 
obtenida después do añadir los puntos interiores de la partición T 
a T*. Por eso, en virtud de la propiedad 2®, 

7< A’'sí S*. 

De aquí se desprende que OsJ S' — / *£, S* — /, o sea, según la 
desigualdad ( 1 . 1 ), 

0 i£ 5' — l < e 2. 

Sumando esta igualdad y la desigualdad (1.3), obtenemos 

0 < .*> - 7 < e. (1-4) 


*) El concepto de límite délas sumas superiores o interiores se determina 
de modo completamente análogo al concepto de limite de las sumas integrales. 
A saber, el número / se denomina limito de las sumas superiores 5 para A *- 0 
si para cualquier número positivo e se puede ittdicarjtn número positivo 6 tal 
que para A < 6 se cumplo la desigualdad | S — / | < e. 
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De este modo, liemos establecido que, para cualquier e > 0 dado se 
puede indicar un 6 > 0 (se puede, por ejemplo, poner 6 = 

= 2{M-,n)p) ' tal t l" e las sumas superiores 5 de las particiones T 
del segmento [o, 6 ) para las cuales la longitud máxima A de los 
segmentos parciales es menor de 6 (véase ( 1 . 2 )), satisfacen la desigual- 
dad (1.4). Poro esto significa que la integral superior 7 de Darboux 
es el limite de las sumas superiores. Para las sumas inferiores la de¬ 
mostración es análoga. El lema de Darboux queda demostrado. 

§ 3. Condición necesaria y suficiente de integrabilidad 

Las propiedades establecidas do las sumas superiores e inferiores 
permiten enunciar la condición necesaria y suficiente de inlograbili- 
dad do la función en una forma bien simple. A saber, tiene lugar el 
siguiente teorema fundamental. 

Teorema 1.1. Para que la función f (s) acotada en el segmento 
la. 01 sea Integrable en este segmento es necesario y suficiente que. para 
cualquier e > 0. exista una partición T del segmento (a, ó] para 
la cual ' 


S — e. 

DEMOSTRACION, i) necesidad. Sea la función f (X) integrable en el 
segmento [a, ó). Mediante I denotemos el limite de las sumas inte¬ 
grales de esta función. Según la definición del límite de las sumas 
integrales, para cualquier e > 0 se puede indicar un ó > 0 tal que 
para cualquier partición T. quo satisface la condición A <ó, inde¬ 
pendientemente del modo do elegir los puntos en los segmentos 
parciales de la partición so cumple la desigualdad 

{-ti. 61 } — / I < e/4. (1.5) 

Fijemos una partición de este tipo T. Por la propiedad 1° (véase el 
P- 2 del párrafo anterior), para la partición dada T so puede indicar 
dos sumas integrales (en otras palabras, en todo segmento parcial 
1 * 1 - 1 , pueden elegirse los puntos g¡ y g¡) tales que 


S /{*,, K>- 

Notemos que las dossumns integrales I{x¡. £(! e I lx,. 
la desigualdad (1.5). De la relación 


«> 


satisfacen 


S ~ s - (S - / {x„ g¡}) + (/ {*„ é¡} _/) + 

+ (/-/{*,. K»+ (/(*,. ?í} — s), 

la desigualdad (1.5) y las desigualdades S - / {*,, g',)< JL y 

I {*<• ?!}— s -y- se desprende que 


S — s< e 

La necesidad do las condiciones del teorema queda demostrada 

2-652 
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Can 1. Integral deimida 


2 ) suficiencia Ya que para cualquier partición T son váliilas las 
desigualdades s</<7<Sy para cualquier e > 0, según la condi¬ 
ción del teorema, se puede indicar una partición tal que S — e, 
entonces 0 < / — / < s. Debido a que e es arlitrario, obtenemos^/ — I . 

Denotemos el valor común de los números_/ e / mediante / y de¬ 
mostremos que el número / es el límite de las sumas integrales de la 
función / ( x ). En efecto, en virtud del lema de Darboux (véase el p. 2 
del § 2), el número / es límite común do las sumas superiores e in¬ 
feriores para A —► 0. Por eso, para cualquier e, se puede indicar nu Ó 
tal que para 4 <8 se cumplen las desigualdades I — s < e‘2 
y S — / < e/2, o sea, para A <TÓ, A’ — s < e, con tal que /«5 
< S. Todo suma integral I { x„ 1 ,} déla partición dada T se compren¬ 
de entre la suma superior y la inferior / {x,, |( ¡ Sí S. De este 
modo, para A <S ambas magnitudes 1 o / {x,, £,) se comprenden 
entre los números S y s, la diferencia entre los cuales es menor de t. 
De aquí se desprende que para A < Ó 

I / {*„ l,)- I I <«• 

Por consiguiente, el número I es el límite de las sumas integrales 
El teorema queda demostrado. 

A continuación necesitaremos forma un poco (listínta de anota¬ 
ción de la condición necesaria y suficiente de ¡ntegrabilidad. Sean M, 
y m¡ cotas exactas de los valores de la función / ( x ) en I*,-,, x,\. 
El número 

oh = M i — m i 

se denomina oscilación de la ¡unción ¡ u) en el segmento [x,..,, x,l. 
Notemos que, como Mm¡. la oscilación ui¡ es número no negativo. 
Vamos a escribir ahora la diferencia S — s en la forma siguiente: 

s — s= 2 Mi Ax,— S m, Ax,= ¿ Ax, = 2 ü>,Ax,. 

i-l i-l •-! 

Puesto que to^ 0 y Ax, > 0. entonces lodo sumando en la última 
suma es no negativo. 

Se puede enunciarla condición necesaria y suficiente de mtegra- 
bilidad de la función en la forma siguiente. 

Para que la ¡unción / (x) sea integrable en el segmento la, W, es 
necesario y suficiente que, para cualquier e > 0, exista una partición T 
del segmento [a, &1 para la cual 

T <o,Ax, p . 

1=1 
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§ 4. Algunas clases de funciones integrables 

Eri el presente párrafo demostremos la integral)ii¡dad de funcio¬ 
nes continuas en un segmento, algunas funciones discontinuas 
y funciones monótonas. Para demostrar la integrabilidad de funciones 
continuas necesitaremos una propiedad importante de funciones 
continuas en un segmento que se establece en el punto siguiente. 

1 Propiedad de la continuidad uniforme de una función. 

Definición. La función / (x) se denomina uniformemente continua 
sobre el conjunto {x}*) si para cualquier número positivo b se puede 
indicar un Ó positivo (dependiente sólo de e) tal que para cualesquiera dos 
puntos x' y x " del conjunto {x} que satisfacen la condición | x" — x' | < 
< Ó, se cumple la desigualdad | / (x") — / (x') | < 6. 

observación. En esta definición lo principal es que, para cual¬ 
quier e > 0 , existo un 8 > 0 que garantiza el cumplimiento de la desi¬ 
gualdad | / (x”) — / (x') | < e para todos los x' y x" del conjunto {x} 
a la vez, si se observa la única condición | x' — x' | < ó. 

Para explicar la propiedad do la continuidad uniforme, conside¬ 
remos los siguieules ejemplos: 

1) La función / (x) = V x es unljorrnemente continua en la semi¬ 
rrecta x ¿¡. 1. En efecto , 1 según el teorema de Lagrange tenemos, para 
cualesquiera x';> 1 y x"> 1 . 

l/(*')-/(*')l = l/'(í)| |x'-x'| =— 1 ^. |x'-x'| <-l |x'-x'l 

(la última desigualdad se desprende del hecho do que | so comprende 
entre x' y x", y por eso, g > 1 ). Por consiguiente, si según el b > 0 
dado escogemos cualquier ó que satisface la condición 0 < 5 ^ 2 e, 
ontonces, para | x" — x | < ó se cumple la desigualdad |/(x")_ 
— /(*')!< «i es decir, sobre el conjunto x> 1 la función / (x) = {/"x 
es uniformemente conliuiin. 

2) La función j (x) = x‘ no es uniformemente continua sobre el 
conjunto x^t 1. Es suficiente demostrar que. para cierto e > 0, no 
se puede escoger 6 >■ 0 que garantiza el cumplimiento de la desi¬ 
gualdad | / (x") — / (x’j 1 < e para lodos los z'>l y x"^ 1 si la 
única condición es | x" — x' | < ó. Demostraremos que en realidad, 
incluso para cualquier r > 0, no se puede escoger dicho 6 . Fijemos un 
s>0 y consideremos cualquier ó positivo. Escojamos x' 

x" — x‘ + y . Entonces | x' — x' | = 4 < 6 - Empleando el teorema 
de Lagrange, obtenemos 

_ I / i*”) - / <*') I - 2 g | x' - x' 1 = só. 

.. este , CBS0 se supone que el conjunto {*} es denso en sí (véase la parte 

final del § 3, el cap. 2 del tomo 1). 

2 * 
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i> i Algunas clases de funciones iuicgrnblos 


Ya que 1 se comprende entre x' yi', entonces £ > y , y, por eso, de 
la última desigualdad se desprende la desigualdad 


1 / (x *) -/<*') 1 > e 


aunque | x" — x’ 1 < 6 . De este modo, la función / (x) = x 2 no es 
uniformemente continua sobre el conjunto x> 1 . 

3) La función / (x) — son -j no es uniformemente continua sobre 
el intervalo (0, 1). Demostremos que para cualquier e quosatisface 
las condiciones 0 < e < 2 no se puede indicar ó > 0 que garantiza 
el cumplimiento de la desigualdad | / (x"> — / (x') 1 <¿ e < 2 para 
todos los x' y x" del intervalo (0, 1 ) si la única condición es 1 r" — 

_x'| < 6 . Para cerciorarse de esto, es suficiente tomar x' — ' (¿fr^áy iT 


y * 

1 X‘ 
la 


i" — —.. y, para cualquier ó ■> 0 , escoger k tan grande que 

* _ x’ | < 6 . Para los puntos indicados x' y x" y para cualquier k 
diferencia 


1/ (*')l -/ (*')l = | #on -p- ~ scn -p-1 = 2 > E ‘ 


Demostremos el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 1.2 (de la continuidad uniforme). Una función f (.r), 
continua en el segmento la. 6 ], es uniformemente continua en este seg¬ 
mento. 

DEMosm ación Supongamos que la función / (x), continua en el 
sogtnento la, fc], no es uniformemente continua en este segmento. 
Entonces, para cierto e > 0, no se cumplen las condiciones enuncia¬ 
das en la definición de la continuidad uniforme. Esto significa que 
para dicho e > 0 y cualquier número positivo 6, en el segmento 
[a. M existen puntos x' y x' tales que 1 x" — x' 1 < ó pero | f (x~) — 
— f ( x ') | e. Por eso, para todo 6 = Un, n = 1, 2, . .., existen 
puntos x'„ y xñ del segmento la, ó] tales que | x~„ — x' n I < Un. 
pero | / (x"„) - f (x„) |> e. Ya que {x¿} es sucesión de puntos del 
segmento la, 61, entonces según el teorema de Bolxano — Weiors- 
trass, de ella se puedo separar una subsucesión {xj, n ¡ convergonto 
a cierto punto c de este segmento (véase la observación 2 dol p. i, 
§ 4, cap. 3, tomo 1). Evidentemente, la subsucesión {xi n } de la 
sucesión {x¿} también converge a c. 4 a quo en-el punto c la función 
4(x) es continua, entonces los límites do las sucesiones {/ (xa,)} 
y {/ (**„)} so» iguales a / (c). y, por eso, la sucesión {/ (x¿ n ) — / (xá„)} 
es infinitesimal. Pero esto es imposible puesto que todos los elemen¬ 
tos / (x" ) — f (x¿ n ) de dicha sucesión satisfacen la desigualdad 
| y — f (x' kn ) e. De este modo, la suposición de que la 
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función continua en el segmento [a. 6 J no es uniformemente continua 
conlleva la contradicción. El teorema queda demostrado. 

Corolario. Seu la junción f (x) continua en el segmento [a. 61. 
Entonces, para cualquier número positivo e se puede indicar un 6 > 0 
tal que en todo segmento parcial le. di perteneciente al segmento la, 61, 
cuya longitud d — c es menor de 8 , la oscilación <o *> de la junción 
j (a-) es menor de e. 

DEMOSTRACION En virtud del teorema que acabamos de demostrar, 
la Función / (x), continua en el segmento la, 61. es uniformemente 
continua en este segmento. Por eso, para cualquier e > 0, se puede 
indicar un 6 > 0 tal que para cualesquiera x' y x " del segmento [a, 6 ] 
que satisfacen la condición | i* — x' | < 6 se cumple la desigual¬ 
dad |/(*’l — / (*') j < ó Demostremos que en todo segmento 
parcial [e, di perteneciente al segmento la. 6 ] y cuya longitud d — c es 
menor de dicho 6 , la oscilación <o de la función / (x) es menor de e. 
En efecto, ya que la función / (x) es continua en el segmento (c, di, 
en este segmento so puede indicar puntos x' y x' tales que / (*') = ni. 
y / (x") = M. donde m y M son cotas inferior y superior exactas do 
j ( x) en el segmento 1c, di (véase el teorema 8.8). Ya que | x“ — 
— x' | < 6 (puesto que la longitud del segmento Te, dios mouor que 8 ). 
entonces | / (a-*) — / (*') | < t. Pero j (** *•*) ) - / (x) — .1/ - m ~ o». 
Por eso, a) < e. 

OBSERVACIÓN Un conjunto¡rj de puntos de la recta numérica se denomina 
cenado si contiene lodos sus puntos limite ••). Es válida la siguiente afirmación. 
Uno función / (x), continua sobre un con :> ni o cerrado acotado • • •) (x }, es unifor¬ 
memente continua sobre este conjunto. La demostración do esta afirmación es aná¬ 
loga a la del teorema 1 . 2 . 

2. Lema de Hctnc — Borct. Otra demostración del teorema de la continui¬ 
dad uniforme, l’n punto r del conjunto (r) se denomino punto Interior do este 
conjunto si x pertenece a uu intervalo, en el cual todos loa puntos pertenecen al 
conjunto (x), El conjunto (r) se denomina abierto si todos los pontos do este 
conjunto «on interiores. 

Se dico que el conjunto dado (x) está cubierto por el sistema — de conjuntos 
abiertos ••••) si lodo punto x de este conjunto pertenece, por lo menos, a un con¬ 
junto de 2. Demostremos el lema siguiente. 

Loma ilc Helne — fíorel •••••). St el segmentóla. á| está cubierto por un 
sistemo infinito 2 de conjuntos abiertos, entonces de este sistema se puede separar un 
subsistema 2 de conjuntos que también cubre el segmento ¡a, b¡. 

*) Recordemos que se llama oscitación io de la función ; (x) en el seg¬ 
mento |c, </] la diferencia Al — m entre las colas superior exacta e inferior exoc- 
ta de la función / (x) en esto segmento. 

*•1 La definición del punto limile de un conjunto se da en el p. R del 5 4, 
cap. 3. lomo 1. 

*•*) La definición del conjunto acolado so da en el p 0 dol 5 4. el cap. 3. 
tomo 1 . 

**•*) Si el conjunto (x) consiste sólo de un punto y e! sistema 2 comprende 
solamente un conjunto abierto, diremos que esto conjunto cubre el punto indi¬ 
cado. 

’****) E. Helno, matemático alemán (1321—1881). Emile Boro], matemáti¬ 
co francés (1871—1956). 
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DEMOSTRACION *). Soa (x) conjunto lie tales puntos del segmento [o. i'l 
que si x pertenece a este conjunto, entonces el segmento la. x\ so cubre por un 
subsistema finito 2' del conjunto de pistemos 2. Demostremos que el conjun¬ 
to fj) coincido con el segmento [a. frj. Va que el punto a está cubierto por un 
conjunto del sistema I y este conjunto e« abierto, entonces él cubre también un 
segmento |a, xI todos los puntos del cual, según lo dicho anteriormente, perte.- 
nt'cen al conjunto {.r}. El conjunto (i J es evidentemente acotado^ Soa x = 
= sup {xj. Cerciorémonos de que x pertenece al conjunto {a} y r — 0. En 
efecto, x está cubierto por un con¡unlo_del sistema £ y, por consiguiente, todos 
los puntos de cierto intervalo (r — e, x -1- e) están cttbierlos por el mismo con¬ 
junto Ya que 1 — sup {x J, entonces existen puntos del conjunto \r , Ion 
próximos a 7 como so quiera, y. por eso. existe un punto x‘ do esto conjunto 
que pertenece al intervalo (x — ». r + *1. De la definición del conjunto 
fu) se desprende que el segmento la, i ] se cubre por un subsistema fini¬ 
to 2' de conjuntos del sistoma 2. Uniendo a 2' el conjunto que cubre el punto r, 
obtenemos un subsistema finito 2 de conjuntos ilel sistema 2 qno cubre _cl seg¬ 
mento |a. x\. Por consiguiente, r pertenece a (a). Si admitiéramos que. r < 6, 
entóneoscljnibsisloma 2 cubriría todo» los puntos de un segmento |a, x'], donde 
ir < r“ < x e, y, por eso, el punto r* pertenecería al conjunto {*}. Poro esto 
es imposible porque x es la cola superior exacta del conjunto (x). De este modo, 
ol conjunto fzl coincide con el segmento |a, él. El lema queda deinostmdo. 

ORSORVActON Se puede generalizar el lema de Heine Borcl ilel modo 
siguiente. .SI un con/unto acorado cerrado **) ¡r) es té cubierto por un sistema 
infinito 2 de confuntos abiertos, entonces de este sistema se puede separar un sulnis- 
tcma finito "2 de con,untos que cubre también en conjunto (a). Aduzcamos ahora 
otra demostración del teorema 12. _ _ , 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE LA CONTINUIDAD UNIFORME Prolongue¬ 
mos f (ai sobre toda la roela haciéndola igual a I ib) para x>6 e igual a ! (a) para 
x < a. Ya que / (x) es continua en todo punto del segmento |a. M. entonces, para 
cualquier punto x de este segmento y cualquier e>0 dado, se puede indicar un 
ó' > 0 dependiente, hablando en general, de x y tal que para todos lo» puntos x 
que satisfacen la condición | r 1 — x | < 6' se cumple la desigualdad I I (x i — 

(*) I < e/2. De ostemodo, el segmento |o. b] está cubierto por el sistema 
infinito 2 de los intervalos (x — 672, x + 672) *••) del cualje puede separar, en 
virtud del lema de Heino — Corel, un subsistema flnitoH de intervalos que 
tambiéu cubre el segmento |a. 61- Sea 6 valor mínimo de 672 para este subsistema 
finito 2 do intervalos. Sean obora z‘ y x* cualesquiera dos puntos del seg¬ 
mento |a, b] que satisfacen la rondicion | x" — x' | < 6, y sea x contro del 
intervalo (r — 872. x + 6721. 6< 672. del sistema que cubre el punto x . 
Puesto que | r’ — » | < (672) < 6‘ y | x' — x | < 6', so tiene I Mr') — 
— / (x) | c e'2 y 1 1 (x*) -- |W|< ti 2, y, por eso, 

| f (x'l | < | / (*') - I (*) I + I #_(*•) - / (x) I < e/2 -V e/2 =■ #. 


•I Esta demostración del lema do Heino — Boro! pertenece a Himri Lebes- 
puo. matemático francés (1875—1941)- Señalemos que Lebesgue dio y argumen¬ 
tó un modo más generalizado de abordar el problema de integración que el 
expuesto en ol présente capítulo. El concepto correspondiente de integral se 

J ....— .‘-a :«lnnrol >1 a I altPafrilfl 


denomina integral de Lebesgue. 

••) Véase la observación del punto anterior. 

*••) Tomamos los intervalos (x -- 672. x -r 6 /2) on vez de (r — o . 
para razonar ulteriormente con más comodidad. 


6 ') 
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_ § 4. Algunas clases de funciones integrables 

Así pues, para cualquier e >0 «lado hemos indicado un 6> 0 tal que para cuales¬ 
quiera puntos x' y x" del segmento Ja, 6] que satisfacen la condición | x" — 
— x' | <. Ó se cúmplela desigualdad | / (s ') — / (x') | <C c- Por consiguiente, la 
función / (x) es uniformemente continua en el segmento [o. ti]. El teorema queda 
demostrado. 

3 Intcgrabilidad de. las funciones continuas. Domostromos el 
siguiente teorema fundamental. 

Teorema 1.3. La ¡unción / (x) continua en el segmento (a. 6] es 
integrable en este segmento 

demostración Sea dado cualquier e > 0. En virtud de la con¬ 
tinuidad uniforme de la función / (x) en el segmento [a, 61, para el 
número positivo e/(6 — a) se puede indicar un 6 > 0 tal que para 
la partición T del segmento [a. 61 en segmentos parciales Ix,..,, x ( ], 
cuyas longitudes son menores de 6. la oscilación o)¡ de la función en 
todo segmento parcial será menor do el (6 — a) (véase el corolario 
del teoroma 1.2). Por oso. para estas particiones T 

n n 

í-i <-» 

Por consiguiente, para la función / ( x ), continua en el scgmonio la. b\, 
se cumplen las condiciones suficientes de integrabilidad. 

4. Intcgrabilidad tic algunas funciones discontinuas. Se dice quo 
el punto x está cubierto por un intervalo si esto punto portonooe a di¬ 
cho intervalo. Demostremos el siguiente teorema. 

Teorema 1.4. Si la ¡unción / (x) está definido y acotada en el 
segmento la, 6] y si para cualquier número positivo e se puede indicar 
un número finito de intervalos que cubren lodos los puntos de discon¬ 
tinuidad de esta ¡unción y cuya suma total de longitudes es menor de e, 
entonces ¡ (x) es integrable en el segmento la. 61. 

demostración. Sea dado cualquier e ;> 0. Vamos a cubrir los 
puntos de discontinuidad de la función / (x) por un número finito de 
intervalos cuya suma total de longiludes os menor do ,, ( _ m , , 

donde M y m son cotas superior e inferior exactas de ¡ (x) en el seg¬ 
mento la, b] (el caso do M -= m puede excluirse puesto que entonces 
/ (x) =3 c = const). Los punios del segmento no pertenecientes 
a dichos intervalos forman un conjunto compuesto de un número 
finito de segmentos no Intersecantes. En cada uno de ellos la fun¬ 
ción/ (x)es continua y, por eso, uniformemente continua. Yarnosa par¬ 
tir todo segmento de este tipo de tal modo que. en cualquier segmento 
parcial de la partición, la oscilación io ( de la lunción / (x) seo menoc 

de 2ii— a y Uniendo estas particiones y los intervalos quo cubren 
los puntos de discontinuidad de la función / (x) obtenemos la parti¬ 
ción T de todo el segmento ¡a, 6|. Para esta parlición, los sumandos 
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n 

de la suma 2 («¡A*/ (igual a S — ,'•) se dividen en dos grupos 

¡—i 

2 '( 0 |Ax ( y 2 "®i Ax¡ con tal que el primer grupo comprende todos los 
sumandos correspondientes a las partes do la partición T formadas 
por los intervalos que cubren los puntos de discontinuidad, y el 
segundo grupo, los demás sumandos. Ya que para los sumandos 
del primer grupo las oscilaciones oj| — Mi — m¡ satisfacen la 
desigualdad co, sí M — ni. entonces 

2' < (M - m) £' Aa-, < (.1/ - m) . 

Paro los sumandos del segundo grupo, e>¿< 0(b ^_ g) Por eso, 

2'“, Aí, < - a - (t e — 2'Ai, C - o - 6 l — (*- «)=- -f- 
De este modo, 

»• 

S — s=S ®|Ajj=2 ®iAr| + ij tO(Ax { Ce. 

i=i 

Así pues, para la función / (x) dada en la condición del teorema, se 
cumplen las condiciones suficientes de integrabilidad. El teorema 
queda demostrado. 

Corolario. La función f (x). acotada en el segmento [a, fcl y yue 
tiene sólo un numero fInlto de puntos de discontinuidad, es integrable 
en esle segmento *). En particular, una función continua a trozos en el 
segmento dado es integrable en este segmento. 

observación Es obvio que si la función / (x) es integrable en el 
segmento (a, ó] y la función g (x) se diferencia de la función ¡ (x) 
sólo en un número finito de puntos, entonces la función g (x) es tam¬ 
bién integrable en el segmento la, ó] con tal que 

b b 

$ / (x) dx = J g (x) dx. 

ü O 

Consideremos un ejemplo de la función integrable que tiene un 
número infinito do puntos de discontinuidad. Sea que en el segmento 
[0, 1) está dada la función / (x) (fig. 1 4) 

1 en los semisegmentos 2 a^i ]’ ” ~ 2 ' •••• 

f (?) — _i on ] os semisegmentos ( 2ll +2 ' "¿r]' ” =í ' 2 > •••* 

en el punto x = 0. 

*j Si p es número de puntos de discontinuidad, es suficiente cubrir lodo 
punto de discontinuidad por ol intervalo de longitud e/2 p. 
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Dicha función tiene discontinuidades de primera especie en todos 

los puntos x„ = Un, n = 2, 3.Fijemos cualquier e > 0. 

Vamos a cubrir el punto x = 0 (en cualquier entorno de este punto se 
encuentra un número finito de 
puntos de discontinuidad de la 
función) por el intervalo 
(— e/4, e/4). Fuera de este inter¬ 
valo se halla solamente un nú¬ 
mero finito p*) de puntos do 
discontinuidad de la función, 
cada uno de los cuales se cubre 
por un intervalo do longitud 
menor de . La suma de las 

longitudes do los intervalos que 
cubren todos los puntos de dis¬ 
continuidad de la función consi¬ 
derada es menor de -i- p-^p-^-z. 

Por consiguiente, la función 
/ (x) es integrable en el segmen¬ 
to 10, 1|. 

5. Integrahilidad de las 
funciones acotadas monótonas. 

Teorema 1.5. Una junción j{x) 

monótona en el segmento \a, i], es integrable en este segmento **). 

DEMosTUAcroN Para la precisión, demostremos el teorema para 
la función / (x) no decreciento en el segmento la, b |. Prefijemos un 
número positivo arbitrario e y dividamos el segmento la, 6) en partes 
iguales cuyas longitudes son menores do f ^ (el caso de 

/(«)=/ (ó) puede excluirse, puesto que entonces / (x) = const). 

»• 

Estimemos para esta partición la diferencia S — s = ^ io¡Ax¡. 
Tenemos 

n n 



i-s- E <o.sx,*' m l r - 2 


Pero, para la función decreciente 2 íu i — /(*) — t I a ) por 1° <fóe 

i=i 

S — sCe. El teorema queda demostrado. 


*i Naturalmente, el número p depende du e. 

**) Notemos que si la lunción es monótona on el segmento |a. Id, sus 
volores se comprenden entre/ í-n y / (61. Por eso, la función monótona definida 
sobre el segmento [a, 61 esta acotada en esle segmento. 
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§ 5. Propiedades fundamentales de la integral definida 

Demostremos la validez de las siguientes propiedades de la 
integral definida: 

1°. Consideramos que 

$/(*)<*> =G. (1.6) 

o 

Notemos que la fórmula (l.G) debe considerarse como un acuerdo. 
Es necesario aceptarla como la extensión lógica del concepto de la 
integral definida para el segmento de longitud nula. 

2 o . Consideramos que para a < b 

C h 

\ /(x)dx= - $ /<x)rfx. (1.7) 

6 a 

Esta fórmula debe considerarse también como un acuerdo. Es la 
genoralización lógica del concepto de la integral para el caso cuando, 
para a < 6, el segmento la. 61 es recorrido en la dirección de 6 a a 
(en este caso, en la suma integral todas las diferencias Ax¡ = x, — 
— x<_, tienen signo negativo). 

3’. Sean las funciones / (x) y g (x) integrables en el segmento 
la. 61. Entonces, las funciones / (x) t- g (x), f (z) — g (x) y / (x) g (x) 
lo son también en este segmento con tal que 

« bu 

S l/(*)±*(*)J«fc-S /<*>*■ ± $ *(*)*■. (1.8) 

o o o 

Demostremos primeramente la inlegrabilidad de la función / (x) ±_ 
± g (x) y la validez de la fórmula (1.8). Para cualquier partición 
del segmento [a, 61 >• cualquier modo de elección de los puntos g| 
para las sumas integrales es válida la relación 

2 l/(S,)±í'(S,)]Ax I = 2 / (ii) Ax, ± 2 <r(E«)A*„ 

-i i=i i=i 

y, por eso. de la existencia del límite del miembro derecho se des¬ 
pende Ja existencia del límite del miembro izquierdo. Por consi¬ 
guiente, la función f(x) ± g (x) es integrable y tiene lugar la lór- 
mula (1.8). 

Demostremos ahora que el producto de funciones integrables es 
función integrable. Ya que las funciones / (x) y g (x) son integra¬ 
bles en el segmento [a, 6), entonces son acotadas también en este 
segmento (véasela afirmación en el p. 1 del § 1), asi que I / (i) |sg 
^4 í | g (x) | B- Consideremos cualquier partición dada T del 
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segmento la, 6]. Sean x y x" puntos arbitrarios del segmento parcial 
[xx¡l. Tenemos la identidad 

/ (*") 8 (*’) ~ Hx') 8 {*') = 1/ <*') - 1 (*')] f? (*') + 

- I - lg <*') - 8 (*')1 / (*'). 

Ya quo 

I /<*') 8 (*") — /<*’) S 1-0 I ®¡. / (x') — / cr') |< tü„ 

I 8 (x") — 8 lx') |< w ( , 
donde o)/, o)(, iu ( son oscilaciones da las fnuciones / ( 2 ) g (i), / (x), 
g (x). respectivamente, en el segmento x,l. entonces, sogún la 

identidad mencionada *). 

_ = 

oí, sg Be >, + Atú¡. 

Por eso, 

n n t> __ 

S o),Ax, ^ fl 2 eqAx, +/1 S <o<Ax,. 

1-1 i-I (-1 

Puesto que / (x) y g (s) son integrables en el segmento la. 61, para cual¬ 
quier e > O dado se puede indicar una partición V de este segmento, 
tal que 

n n _ 

2 ü>,Ax ( <-!g- y 2 Ñ,Ax, P° r consiguiente, para esta 

1=1 i=t 

partición, 

Ti 

<« 1 

Por eso, el producto de Junciones integrables es función integrable. 

4®. Si la función / (x) os integrable en el segmento la, fti. entonces 
la función cf (x) (c = const) es integrable en este segmento, con tal 
que 

6 h 

f c/ (x) dx = c J / (x) dx. (1.9) 

o a 

En efecto, las sumas integrales de las funciones / (x) y cf (x) se dife¬ 
rencian en el factor constante c. Por eso, la función cf (x) es integra¬ 
ble y es válida la fórmula (1.9). 

ó 0 . Sea la función / (x) integrable en el segmento lo, 61. Entonces, 
esta tunción es integrable en cualquier segmento le, cí] comprendido 
en el segmento la. 61. 

*1 En esta identidad se puede escoger los puntos z' y ** de tal modo que el 
miembro izquierdo se diferencie de o>, en una magnitud lan pequeña como se 

desea. 
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Puesto que la función / (jc) es integrable on el segmento la, 6J. para 
cualquier e >- U existe una partición T del segmento [a, 61 tal quo 
■S' — s < e (véase el teorema 1.1). Añadimos los puntos c y ci a los 
puntos de la partición T. En virtud do la propiedad 2° de las sumas 
superiores e inferiores (véase el p. 2 del § 2). para la partición obte¬ 
nida T * es tanto inas válida la desigualdad S — s < e . La parti¬ 
ción 7'* del segmento la, 61 engendra la partición T dol segmento 
[r, Si S y s son sumas superior e inferior de la partición 7. enton¬ 
tes S — s5; 5 — s, puesto quo en la expresión ó' — s — 2iu ( ia, 
todo sumando no negativo <¡> t bx¡ será también sumando en la expre¬ 
sión para é> — s. Por consiguiente. S — * < e, y, peor eso, la función 
/ (a-) os integrable en oí segmento |c, di. 

Sea la función / (x) integrable en los segmentos [a. c) y |r, 61. 
Entonces, esta función es integrable en el segmento [a, 6] con tal que 

he b 

J /(i)dr= ^ /(r)dx+^ ( 1 - 10 ) 

a a e 

En primer lugar, consideremos el coso de a <c < 6. Va que la fun¬ 

ción / (j:) es integrable en los segmentos la, el y [c. 61, entonces 
existen tales particiones de estos segmentos que la diferencia S — s 
es menor de e/2, para cada una de las particiones. Uniéndolas, obtene¬ 
mos la partición del segmento la, 61 para la cual la diferencia S — s 
será menor de e. Por consiguiente, la función / (a:) es integrable 
en la, 61. Incluiremos el punto c en el número de los puntos quo 
dividen el segmento la, 61 para toda partición del segmento. Enton¬ 
ces. la suma integral para / (x) en la. 6| os igual a la suma do las sumas 
integrales para esta función en [a, rl y [c, 6). Pasando ni límite, 
obtenemos la fórmula (1.10). 

Si el punto r se halla fuera del 'Cgmonto la. 6), entonces el seg¬ 
mento [a, 61 os parte del segmento (a, el (o de |c, 61), y por eso. en 
virtud de la propiedad 5°, la función / (r) es integrable en la. 6], 
Consideremos el caso de a<b<c. Entonces. 

h e e 

$ f(x)dx+ J /(r)rfi«= $ f(x)dx. 

aba 

De aquí, empleando la propiedad 2 o y la fórmula (1.7), obtenemos de 
nuevo la relación (1.10). Es fácil convencerse de la validez de esta 
relación también para c < a <6. 

§ 6. Estimaciones de integrales. Fórmulas del valor medio 

1. Estimaciones de integrales. En este punto obtenemos algunas 
estimaciones para las integrales definidas cuyas funciones subinte¬ 
grales verifican unas u otras condiciones. 
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1' Sea que la función f (x), integrable en el segmento [a, 61. es no 
negativa en este segmento. Entonces, 

» 

^ / (*) dx > 0. 


En efecto, toda suma integral de esta función es no negativa, y, 
por eso, el límite í = J f(x)dx de las sumas integrales es tara- 

a 

bien no negativo*). 

observ ación i . Si f (x) es integrable en el segmento la, b] y f (x)^ 
> ni, entonces 

$ f(x)dx > m(b — a ). 


En efecto, lo función f{x) — m > 0 y es integrable en el segmon- 

h 

to la, b\. Por eso, J |/{.t) —m|rfz > 0. De aquí, 

a 

b b b 

J f(x)dx > ^ mdx-*m J dx = m(¿i — a) 

u a a 

(véase lo propiedad 3° y el ejemplo del § 1). 

2'. Si la función f(x) es continua, no negativa y no es Idénticamente 
igual a cero en el segmento (a. 61, entonces, 

fi 

\ /(*)dx>c> 0 . 

tf 

En efecto, debido a que la función / ( x ) es no negativa y no es idén¬ 
ticamente igual a cero, on el segmento [a, 61 existe un punto £ tal 

I' 1 ** 1 (£) = 2 le > 0. Entonces, sogún el teorema de la estabilidad 
del signo de una función continua, se puede bailar un segmento fp, q ) 
que comprende el punto £ y entre los límites del cual los valores de 
la función / ( x) no serón menor que un númoro k > 0. Por eso, con- 


*> Admitimos que el límite / de las sumas integrales es nognllvo. Enton¬ 
ces, scgtm la definición del limite /, para o] número e = | / | existe una suma 
integral / {*,, para la cual | 1 {z.,. £,} — / | < | / |. De osla desigual 
dad se desprende que I {*,, f,) < 0. mientras acabamos de cercioramos do que 
toda suma integral os no negativa. Por consiguiente, el limite / es no negativo. 
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forme a la observación que acabamos do formular, 

$ H*)dr-¿ík(q — p)> 0. 

V 

Según la propiedad 6 o de las integrales definidas, 

fc p o b 

$ /(x)dx = ^ /(x)dx + $ /(x)dx + $ /(x)dx. 

n i* #• 1 

1 

Por eso, ya que f (x) ^ 0 y J j(x)dx ^ e>0. donde c = k((j—p) y 

v 

b 

$ f (x) dx > c > 0. 

a 

3°. Si los /unciones f (x) y g (x) son integrables en el segmento 
la, b] y /(x)>g(x) sobre ludo el segmento, entonces, 
b b 

$ / (x) dx > J g ( x ) dx. 

•i •> 

En efecto, la función / (x) -;(r)>Uyes integrable en el segmen¬ 
to lo. ¿>). De aquí, en virtud de la propiedad I o , so desprende la 
validez de dicha estimación. 

obskr vaqion 2 . Si la /unción / (x) es integrable en el segmento 
lo, ó), entonces, la /unción ¡ / (x) | es también integrable en este segmen- 
to, y, ademéis, 

h b 

|$ /(*)¿r|< 5 l/(*)|d*. 

a o 

Demostremos primero la integrabilidad del módulo | ¡ (x) \ de lo 
función integrable / (x). Mediante A/, y m¡ denotemos las cotas exac¬ 
tas do f (x) en el segmento x,l. y mediante A/í y m¡, las cotas 

exactas de | / (x) | en el mismo segmento. Es fácil cerciorarse de que 
M\ — m¡ ^ M, — m¡ (basta considerar tres casos posibles: 1) AI, 
y m, son no negativos, 2) M¡ y m, son no positivos, 3) M¡ > 0, to, 

0). De la desigualdad obtenida se desprende que S' — s' <£ S — s. 
De este modo, si para una partición S — s < c, eDtoDces para esta 
partición S' — s' < e. es decir, para | / (x) | se cumple la condición 
suficiente de integrabilidad *). 

*) Hablando en general, de la Integrabilidad de la función | / (x) | 
no se desprende Ja integrabilidad de / (r). Por ejemplo, la función 
. r 1 par» x racionales, 

1 \ x ) |— 1paraiirracionalcs.no es integrable en el segmento 10, i) mien¬ 
tras | I lar) | 1 es función integrable en este segmento. 
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/ (£) = P- En este caso, la fórmula (1.12) toma la forma 

h 

5 /(*><?*-/(5)(&-«). (i.13) 

Esta fórmula se donomina primera fórmula de valor medio. 

3. Primera fórmula del valor medio en forma generalizada. De¬ 
mostremos la siguiente afirmación. Sean las ¡unciones f (x) y g (x) 
integrables en el segmento (a, 61, y sean m y M cotas exactas de / (x) en 
el segmento [a, 6). Sea, además, que la función g (x)!> 0 (ó g (i)< 0) 
en todo el segmento [a. 6]. Entonces, existe un número p que satisface 
las desigualdades m<¡. M y tal que 

b t 

J / (*) g Cr) dx = p J g(x)dx. (1.14) 

En particular, si j (x) es continua en el segmento |a, 61, entonces en 
este segmento existe un número £ tul que 
b 

J/(*) g {x)dx = f (5) J g(x)dx. (1.15) 

La fórmula (1.10) se denomina primera fórmula del valor medio en 
forma generalizada. 

b 

Demostremos la validez de la fórmula (1.14). Si J g (x) dx = 0, 

a 

b 

entonces, en virtud de las desigualdades (1.11), J / (x) g (x) dx = 

<1 

= 0 y, por eso, en calidad de p podemos tomar cualquier núme- 
l. 

ro. Si ^ g(x)dx> 0. entonces, al dividir todos los miembros de 

a 

las desigualdades (1.11) por ^g(.r)dx, obtenemos 

b " 

5 / (xl g (x) dx 

m <, ——5- < A/. 

( ?(x)« 

a 

£/(*)* (*) d* 
a 

f g (*> dx 


Poniendo p igual a 


. obtenemos la fórmula (1-14) 
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a, b) está definida la función 

X 

*■(*)= $ /(*)<**•». 

c 

que se denomina integral con límite superior variable. Demostremos 
ol siguiente teorema. 

Teorema J.6. Toda función ¡ (.r), continua en el intervalo (a, b), 
tiene primitiva en este intervalo. Una de las primitivas es la función 

X 

F(*)= J f(t)dt. 

donde c es cualquier punto fijado del intervalo (a, b). 

demostración Es suficiente demostrar que para cualquier x fi¬ 
jado del ¡ntorvalo (a, b) existe el valor limite 

lím A . J> ~ F(X \ con tal que este valor limite es 

a*-o 

igual a / (x). En virtud de la propiedad IP de las integrales definidas 
(véase ol § 5) **), tenemos 

x+ax j 

P{x + Ax)-F(x) = $ /(0<K-¡ /«<**- 

e »• 

x + A< .x x + A-i 

/«)<«+5 nt)di-\nt)dt= j nt)dt. 

r. x • x 

Por la fórmula (1.13) del valor medio liall.míos 

X -4 Ax 

F(x+Ax)-F{x)~. J /«)«lf = /(5)A», 

X 

donde | es número comprendido entre los números x y x + Ju'. Ya 
que la función / ( x) es continua en el punto x. entonces, / (£)->-/ ( x ) 
cuando Ax-*■ 0. Por eso. de la última fórmula hallamos 

lín» - lím /<?) = /<*). 

El teorema queda demostrado. 

observacjon i Se demuestra análogamente el teorema de la 
existencia do la primitiva de una función, continua en el segmento 
[a. ó], Notemos que en este caso, se puedo tomar a en calidad de 
limite inferior de integración c. 

*) Hemos denotado la variable de integración medíanlo la letra t, puesto 
que la letra * designa el limite superior de integración. 

**) El incremento Ax se toma tan pequefio que (* -J- Ax) pertenece a (a, b). 
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Observación 2 Eu la demostración del teorema 1.6 hemos esta¬ 
blecido la existencia de la derivada de la integral con límite superior 
varible y hemos demostrado que esta derivada es igual a la (unción 
subinlegral 

X 

4(5 /«o.«)=/<*). (M7) 

OBsr.nvACJON s Notemos que si la función / (x) es integrable en 
todo segmento que se contiene en el intervalo (a, b), entonces la 
integral con límite superior variable es función de límite superior, 
continua en el intervalo (a, ó). Para cerciorarse do esto, demostre¬ 
mos que el incremento SF = F (x +• Ax) — F (x) de la función 

X 

F (,r) = ^ / (<) dt tiende a cero cuando Ax-* 0. En virtud de la fór- 

C 

muía (i.12), tenemos 

*4A* 

^F=:F(x + ^T)-F(x)= J / (f) dt = pAx, 

X 

donde el número ¡i se comprende entro las cotas superior e inferior 
exactas de la función / (x) en el segmento (.r, x + Ax]. De la última 
fórmula se desprende que también AF-*0, cuando Ai-►O. 

observación a La integral con límite superior variable se usa 
frecuentemente para dofimr nuovas funciones. Ya hornos notado en 
el cap. 6 que las primitivas de algunas funciones elementales no se 
expresun mediante funciones elementales y por eso no son funciones 
elementales. Recordemos que entro funciones no elemenlales se 
oncucntran, por ejemplo, las funciones 

X X 

J e~ l, dt y J eos l x dt. 

a o 

2. Fórmula principal del cálculo integral. Hemos demostrado 
que cualesquiera dos primitivas de la función dada / ( x ) .se diferen¬ 
cian eu una constante (véase el teorema 6.1 del tomo 1). Por eso, 
según el teorema 1.6 y la observación I de osle teorema, se puede 
afirmar que toda primitiva <1* (x) de la función / (x). continua en el 
segmento la, ó), tiene la forma 

* 

d>(x)= J j(t)dt + C, 

donde C es una constante. 

Poniendo en la última fórmula primeramente x = a y, después, 
x = b y empleando la propiedad 1° de las integrales definidas. 


3 * 
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hallamos 

h 

0>(„) = c, a»(6)= $ f(x)dx+C *). 

a 

De estas igualdades se desprende la relación 

h 

$ /(x)d* = a> (6)-<!>(«) (1.18) 

a 

llamada fórmula principal del cálculo integral **). 

Así pues, para calcular la integral definida de la función continua 
f ( 2 ) hay que determinar la diferencia de ios calores de los límites supe¬ 
rior e inferior de integración de su primitiva arbitraria. 

Notemos que la fórmula principal del cálculo integral ensancha 
las posibilidades para calcular integrales definidas, puesto que la 
determinación de la integral definida se reduce a la búsqueda de la 
función primitiva. Los métodos para determinar las primitivas 
fueron elaborados bastante completamente en los capítulos 6 y 7 
del tomo 1 dol presente curso. 

Ya que en muchos casos la determinación de las primitivas es un 
problema difícil de resolver, es lógico buscar los métodos aproxima¬ 
dos para calcular las integrales definidas. En el cap. 3 proporciona¬ 
mos algunos métodos para calcular aproximadamente integrales defi¬ 
nidas. 

A veces, la fórmula (1.18) se escribe de otra forma. A saber, la dife¬ 
rencia í> (6) — O (a) se denota por el símbolo d) (z) |J. Entonces, 

b 

$/(x)d*-0>(*)|*. (1.19) 

a 

Consideremos varios ejemplos: 

b 

1) J sen xdx — — eos x = eos a — cus b, 

a 

i ¿ ,2 

2) f ¿*ln*f = Jn 2 — Itt 1 = ln 2, 

1 

3) í <r*di= — e“ x |‘ = l- 


•) En esta fórmula hemos denotado la variable de integración medíanlo la 
lotra x. puesto que el límite superior tiene valor lijado b. 

••) Esta fórmula so denomina también fórmala de Newton — Letbnli. 
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4) $ -nr^= arct H* = T- 

o 

1/2 i 

5) f — arcaen j ~ : 


n 

6 ’ 


t 

6 ) [ / d - x — = \ a p+V r l + x*) *=ln(3 + 10). 

¿ y l+z» » 


3. Cambio de variable bajo el signo de la integral definida. Sea 
que se cumplen las siguientes condiciones: 

1) la función f (x) es continua en el segmento la, 6): 

2) el segmento la, 6) es confunto de valores de una función x = g (t) 
definida en el segmento 7< p y que tiene derivada continua en este 
segmento : 

3) g (a) = a, g (p) = 6 

En estas condiciones es válida la fórmula 


b ñ 

$ /(*)<ix = $ 1 \g(t)\g'(l)dt. (1.20) 

a a 

La fórmula (1.20) muestra que si está calculada la integral on el miem¬ 
bro izquierdo de esta fórmula, está calculada también la integral on 
el miembro derecho, y viceversa. Dicha fórmula se denomina fórmula 
del cambio de variable bajo el signo de la integral definida. 

Consideremos una primitiva <D (x) de la función / (i). Según la 
fórmula (1.18), tenemos 


b 

^ Hx)dx = it>lb)-Ola). (1.21) 

a 

Ya que las funciones 0> (j), y x = g (7) son diferenciables en los 
segmentos correspondientes, entonces la función compuesta <f> (g (t)) 
es diferenciablc en el segmento (a, p]. Por eso, aplicando la regla para 
diferenciar la función compuesta, obtenemos 

4-0>(g(7))=0>'(g(7))g'(7), (1-22) 

con tal que la derivada <P' se calcula respecto al argumento x: 
<!>' (g (7)) = «P‘ (x), donde x—g ( t ). Ya que <!>' (g) = / (x), entonces, 
para r = g (7), obtenemos <!>' (g (<)) = / (g) 7)). Poniendo esto valor 
de <!>' (g (7)) en el miembro derecho de la igualdad (1.22), obtenemos 


jL<ti(g(7)) = /(g(7))g'(í). 
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Por consiguiente, la función <l> (g (t)), definida y continua sobre el 
segmento la, pl. es primitiva de la función / (g (í)) g’ ({) en este seg¬ 
mento, y, por eso. según la fórmula (1.18), 

ñ 

S i (K ÍO) 8' (0 dt - <!> (g (P)) - d> (g (a)), 

a 

Ya que ?(())= 6 y ? (a) = a, entonces, 

a 

\ f(g(t))g' (<) dt = tli (h) — (a). 

a 

Comparando la última fórmula y la (1.21). nos cercioramos de la 
validez de la fórmula (1.20). 

z 

ejemplos. 1) Consideremos la integral ^ In x . Hagamos 
x«=e'. Ya que t = 0 para x=i, f=ln2 para t=2, entonces 

Slnxf = Y td ,-4|-=4l„ í2 . 

1 U 

na 

2) Consideremos 1a integral í sen V x * ea Enlon- 

Jli / 4 1 * 

ces, x=n 2 / 4 para t = n/2 y x=-n 2 paro t = rt. Por eso 
n» it 

^ sen V x - 2 ?. = 2 J son l dt — 2 eos t | * =2. 


4. Fórmula de integración por partes. Sea que las funciones 
u (x) y v (x) tienen dlrivadas continuas enel segmento [a, 61. Entonces 
tiene lugar la siguiente fórmula de integración por partes para las Inte¬ 
grales definidas-. 

b t 

$ «(x) v' (x) dx = [u» t- (x)] ¡ ‘ - $ u <x) u' (x) dx. (1.23) 

a a 

Ya que v' (x) dx = dv y u (x) dx = du, entonces esta fórmula se 
escribe también de otro modo: 

h b 

J udo= Jut’l J” — J ucfií. (1-24) 
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No es difícil cerciorarse de que estas fórmulas son válidas. En efecto, 
la función u (x) v (x) es primitiva de la función u (x) v' (x) + 
4-u (x)u ( x). Por eso, en virtud de (1.19): 

b 

J (u (x) v' (x) -(- v (x ) ti' (i)| dx = |u (x) v (x)] |*. 

a 

De aquí, empleando la propiedad 3 o de las integrales definidas (véase 
el § 5), obtenemos las fórmulas (1.23) y (1.24). 

EJEMPLOS. 

2 2 

1) ^ Incita — x lnxj* — J j —= (a:ln j— a:}| 4 =2ln2 — 1 - 
2 2 

2 ) $ xe x dx = xe x j 2 i — $ e x dx ** e x (x- 1 ) |* = e*. 

i i rf 

3) arctg x dx = x arclg x j* — jj •= 

0 V 

■- [xarctgx — yin (l + x*)]|‘ = - ln V2. 

5. Término residual de la fórmula de Taylor en forma integral. 
Apliquemos ln fórmula (1.23) para deducir la fórmula de Taylor de la 
función f (x) con término residual en forma Integral. Sea que la función 
/ (x) tiene en un e-cntorno del punto a derivada continua de (n 4- 1)- 
ésimu orden y sea x cualquier punto dado del r-entorno. Cerciorémo¬ 
nos do que el número 

«-♦.(*> —-¿-J /*—•»(«>(*—*)“«** (1-25) 

a 

es término residual de la fórmula de Taylor para la función f (x) con 
centro do desarrollo en el punto a. De este modo, la fórmula (1.25) 
representa el término residual de la fórmula de Taylor para la función 
I (x) en forma Integral. 

Para demostrarlo, observemos que 

X 

/(x) = /(*)+$ f(t)dt. 

a 

Apliquemos la fórmula de integración por partes (1.23) a la 

X 

integral J f’(t)dt, poniendo u(t)=f (t) y v (t) = — (x — t) (ya que 
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x es fijado, v’ dt = dt). Tenemos 

x x 

$ --/'(!)(:r-t) |* + $ f’(t){x—t) dt== 

a a 

x 

-í (n)(x—o)+J i"(t)(x — t)dt. 

a 

x 

Poniendo ln expresión hallada para J /' (í )dt en la fórmula ante- 

a 

riormente aducida do /(x), obtenemos 

/ (x) - / (a) + f' (a) (x - a) + $ f (O (* -t)dt. 

X 

A la integral ^ /* (í) (x — t)dt puede aplicarse también la fórmula 

O 

de integración por partes, poniendo i¿ (/) = /"(<) y i>(í) = 
= ~y(x—-<) 2 (ya que x es fijado, i/ dt — (x — í) dt). Después do 
hacer transformaciones no complicadas, hallamos 

X * 

S /'(/)<*-Í) di =-4^ (*-«)*+ /«>(<) (*-t)*dí 

o • 

y por eso 

X 

/(x)~/(a)+-í$l(x-a)+-£p-(z-a)*+-¿ r $ /<*><!) (x-t)*dt. 

a 

Luego hacemos la integración por partes hasta que obtengamos la 
fórmula 

/(*) = 1(a) + - L }p- (x-a) +JL£L(x-a)*+ ...+ 

X 

+ ü2M. (a ._ a) n + Jr J /(-«> (t)(X-t)”dt. 
a 

Esta fórmula muestra que i?„ (x) es realmente término residual de 
la fórmula de Taylor para la función / (x) con centro de desarrollo 
en el punto a (véase el § 13 del cap. 8, tomo 1). Empleando la forma 
integral (1.25) del término residual de la fórmula do Taylor, es fácil 
obtener el término residual de la fórmula de Taylor en forma de La- 
grange. Utilizando precisamente la forma generalizada (1.15) de la 
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fórmula del valor medio obtenemos 

* 

•Rn+l (*) “ -ST l I'""' (*) (* ~ *)" - 


(«+l)l 


(■“•‘'(I) 

(.*+ 1)1 


(*-«>" 


a 

La expresión obtenida es el término residual en forma de Lagrange *) 
(véase la fórmula (8.40) del § 14, cap. 8, tomo 1). 


Complemento 1 

Algunas desigualdades importantes para las sumas 
y las integrales 

t. Deducción de una desigualdad preliminar. Sean A y 11 cualesquiera núme¬ 
ros no negativos, y sean p y p cualesquiera dos números superiores a lu unidad 

y ligados por la relarián = 1 (eslos números se denominarán conlunados). 

Entonces. 

p p 


( 1 . 26 ) 


la 


(unción /(*)*»«Va-— 


on la semirrecta 


Hallemos el valor máximo de 

— (x>' ’ — l)— (x —l) , entonces /'(*)>0, 


z>0. Ya que /'(*) = 
cuando 0<*<1, y 
máximo / ( 1 ) = 1 —i-=-= 


p ' p 

/'(.rlcO, cuando x>l. Por eso, la función tiene 

—. Pues, pora todos loa x>0 
P 

X 1/P — (x/p)< Mp\ 

Tomando en la última desigualdad x = A ** #?'••) y imilfipilcando arabos miom- 

‘ . * * . . • u |j a( - 


broa do esta desígualdnd por B ?', obtenemos lo desigualdad (1.26). 
2. Desigualdad de Httlder *•*•) para las sumas. Sean a,, a,, 


y b v 


bm, . . ., b n 'cualesquiera que sean números no negativos y sea que p y /»' tienen 
el mismo sentido que anteriormente. Entonces es válida la siguiente desigualdad: 




(1.27) 


llamada desigualdad de Hólder para las sumas. 


*) Notemos que deduciendo así el término residual en forma do Lagrange. 
para la derivada de (n + l)-ésimo orden se imponen restricciones un poco mayo¬ 
res que en el § 14 del cap. 8. tomol. No obstante, si empleamos ©1 teorema do 
Darboux demostrado al final del cap. 9 del tomo 1 (sobre el paso de la derivada 
por lodos sus valores intermedios), obtenemos el término residual en forma de 
Lagrange solamente a condición de la existencia y la integrabilidad de / C *) (*). 

**) Aquí tomamos B > 0, puesto que, para B — A, la validos do la desi¬ 
gualdad (1.26) no suscita dudas. 

•••) lltilaer, matemático alemán (1859—1937). 
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En primer lugar demostremos quo si A¡, d t , . . A n y B¡, B„ . . ., B n 
son números no negativos, cualesquiera que sean, que satisfacen las desigualdades 

2 ■<«?*£ 1 y (1.28) 

i=l 1—1 

enlonces para estos número* 5 es válida la desigualdad 

(1.29) 

t-1 


En efecto, escribiendo para todos los pares de los números A¡ y B¡ las desigual¬ 
dades (1,20) y sumando estas desigualdades por lodos los í de 1 a n. obtenemos 


2 - if +-¿-2 "¡•’<- r + 7 r== '- 


Por lo tanto, la desigualdad (1.29) queda dcmoslrada. 
Pongamos ahora 



Es fácil ver que los numeres A¡ y B¡ satisfacen la® desigualdades ti.28), y, por 
oso, para estos números es válida la desigualdad (1.29) que en esto caso puedo 
oscribirso do modo siguiente: 


2 -fl r f i »r 

i-i J Li-i 

Do la última desigualdad se desprende la dosigualdad do Hóldor (1.27). 

OBSERVACION. En el caso particular de p = p' = 2, la desigualdad do 
Holder se transforma en la desigualdad siguiente: 

2 a ' b > lf 2 “i V 2 h l (i .30) 

í-i ’ i=i * t—i 

La desigualdad (1.30) se denomina desigualdad de Bunlakovskl *•) para las sumas. 


*) Consideramos que al menos uno de los números a¡ y al menos uno do 
los números b¡ son diferentes de cero puesto que, on caso contrario, la fórmu¬ 
la (1.27) no necesita la demostración. 

**) Viktor Buniakovski, matemático ruso (1804—1889). 
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3. Desigualdad de Minkowski *) para las somas. Sean a¡, a 3 , .... a n 
y 6,, b t , . . b n cualesquiera números no negativos y el número p > 1. Enton¬ 
es es válida la siguiente desigualdad: 

[ 2 (ai-i-.)»’] ‘ < ^2 <j ' + [ 2 *f] ” • - 31 > 

lloiiiiulu desigualdad de Minkowski para las sumas. Ante todo transformemos la 
suma en e! miembro izquierdo do (1.31». Se puedo escribir 


2 i a i+ b t> p 

4=1 I— 


2 «i <•><-!-M p -‘+ 2 M«i+*>!>'’-'• 

i-i 


Apliquemos la desigualdad de Iloldor a cada una de las sumas situadas en ol 
miembro dorccho. Además, ya que (p — 1) p' = P y = P - obtonomos 


2 [ i 2 i <«»+M < "- , ^] , " , '+ 

r » II/II r n -ll/l»' 

+[ 2 [ f 2 - 

-up 


p-Vp 


olí tenemos la desigualdad de Mtukovvski (1.311. 

4. fnlegrabilidad de una potencia positiva arbitraria del inúdulo de una 
función integrable. Demostremos el siguiente teorema. 

Teorema 1.7. SI la función / (x) es integrable en el segmento [a, 6), entonces, 
la fundón | / (x) |' es también integrable en el segmento lo, 6|, siendo r cualquier 
numero real positivo. 

liKMOSTHACKW Es suficiente demostrar el teorema pura el caso de r < 1, 
pues'o quo, si r >■ 1, la función | / (x) ! r puede roprosenlnrso en forma del produc¬ 
to | / (x) |l r l | f (x) r ~t r l, donde M os porte entera do r y r — |r) < 1. En virtud 
de la observación 2 del p. i del § 6. la función | / (x) | es integrable en el seg¬ 
mento 1«, 61, y, por eso. conforme a la propiedad 3° del 5 5, la función | f (x) I 1 ''' 
es integrable en este segmento. Pero, entonces, en virtud de la misma propiedad 
y la integrabllidad de la función | / (x) | r- t r l, la función | / (x) | r es también 
integrable en el segmento [a, 6). Pues, demostremos ol teorema para el caso de 
r c 1. Pongamos r = Up y observamos que p > f. Ya que la función | / (x) | 
es ínlegrahlo en el segmento [a, 6|, entonces, para cualquier a ;> 0, existo una 
partición T de este segmento, para la cual 

n 

2 (.Wi —m,l Ax,<eP{6—a>('-P). (1.32) 

f=l 


•[ ( 2 («i+*'<' p J 


Al dividir ambos miombros di* l.i último desigualdud por 


*j flcrraann Minkowski. matemático y físico alemán (1864—1909). 
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Aquí, medianil' .V, y m¡ se denotan las tolas exactas de la función | / (x) | en el 
segmonto parcial x,|. Basta demostrar que la suma 


S-J= 2 <- v !"'- m í /P > i ' r < (1.33) 

1=1 

es menor do e. 

Estimemos esta sumo empleando la desigualdad de llólder (1.27) y poniendo 
en ella a¡ =* (m\ , p — m ¡ /p ) (&J i )*/P),b í —(Ax¿)l/P'. Obtenemos 


[ n "ll/j* r »• li/p' 

( S I ¡S*<J • 0-34) 

Demoslrcmoa ahora que 

<(M,-»>,). (1.35) 

Al dividir por M¡ •) la última desigualdad se reduce a la siguiente: 

Es fácil convencerse de la validez de la última desigualdad teniendo en cuenta 
quo 0< —^ < I y p > 1. Empleando la desigualdad (1.35) y tomando en 
consideración que 


2 Ax, = ft—o. 

I-l 

de la desigualdad (1.34) obtenemos la siguiente desigualdad: 


?-.< (fl/,-m.) lr,J (6 — fl) 1/p \ 


De aqui, empleando la desigualdad (1.32) y teniendo en cuenta que il u) + 
+ (l/p’> “ I. hallamos 


S — i < e. 

El teorema quoda demostrado. 

5. Desigualdad de Holdrr para las integrales. Sean / (») y g (x) cualesquiera 
dos funciones integrables en el segmento (a. ó] y sean p y p' cualesquiera dos 
números, no superiores a la unidad y ligados por la relación (1 /p) + ( 1 ///) (. 

Entonces os válida la siguiente desigualdad 


| $/(*)» (*)d*j<jj l/(*)l«-<hr] Wf [j Ir (i)!» 1 ' dxJ /P 


(1.30) 


llamada desigualdad de Holder para las integrales. Notemos que la existencia de 
las integrales en el miembro derecho de (1.30) se garantiza por ol teorema 1.7, 
y do la integral en el miembro izquierdo, por la propiedad 3 1 del § 5. 


*) Puede considerarse que .11, > 0, puesto que si .11, = 0, entonces m,= 0, 
y la desigualdad (1.35) es válida. 





Complemento .4 


45 


Demostremos primero que si .4 (x) y B ( r ) son dos funciones no negativas 
integrables en el segmento [a, i] que satisfacen las desigualdades 
b b 

^ d r, (r)dr=Sl, J BP'(i) di <1.1 (1.37) 


entonces. 


\ A <x) B (*) 


rfx< 1. 


(1.38) 


En efecto, en cualquier punto x del segmouto [a, &| es válida la desigualdad (1.26) 

A{x)B(x)< J^+*LpL. 

Do aquí, en virtud de la ostimación de 3 o del | 6 y de las fórmulas (1.37), 

h b b 

$ d(x)fl(x)dx<-i- $ ^P(*)rfx-)--i- $ B"' + —“I- 

o a a 

La desigualdad (1.38) queda demostrada. 

Poniendo 


d(x) 


!((*)! 


[i 


■. »(*) = 


lg (x) I 


|/(x)|Pdx 


[ ~s “ TiTP -1 

J Iff (*>l v dxj 

J 1/ (*)l lí(x)|rfx<|j ]/(x)|Pdxj ^ |j lg(x)|P'drJ 


llegamos & la siguiente desigualdad: 

b 


Ya quo, en virtud do la observación 2 del p. 1 dol § 0, 


6 b 

| $ /(x)g(x)rfx[< 5 l/(x)l !*(.)! dx. 


entonces, la desigualdad de flúlder (1.36) para las integrales queda establecida. 

OBSERVACION. En el caso particular de p — p—2 la dosigunldad de Holder 
para las integrales se transforma en la siguiente desigualdad: 

h f~b fb 

| $/<*)*(*)</* |«] $ |/(x)|*dx\ J l*<*>l*dx t (1.39) 

a a a 


llamada desigualdad ir Caucha — Baniakovski para las integrales. 

6. La desigualdad do Minbowski pora las integrales. Para cualesquiera 
(unciones f (x) y g (x) no negativas c integrables en el segmento \a. ó| y para 
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cualquier número ¡, > 1, os válido la siguiente desigualdad: 


) ,,r <[5,P ( r)dx] ,/, + [5 * (1.4 

nimi«)a desigualdad de Mmkou.ski pata la* integrales, Tara obtener esta de* 
laidad hay quo utilizar la fórmula 

b t> & 

J <¡x= $ «*)[/(*)+< (*)!«’-* dx -| $ rWI/(j)+r(‘)l"- , .u 


y aplicar la desigualdad de Hñldcr a las integrales que están en el miembro dere¬ 
cho de esta formula. Dejamos a cargo del lector la demostración pormenorizada. 
Empleando la inducción, de la desigualdad (1.40) puede obtenerse la siguiente 
desigualdad para n funciones /, (x), /. (r), . .. f (*), no negativos e integra¬ 

bles en el segmento la, ój: 


(f 


l/i <*) + U (*>+... -I- /„ (*)!>’ dx I 


i t/p 


J/rW-fxj ” /í(a)drj 1 ''- 



K 


(x) ,U 



Complemento 2 

De jilos fraeló n de la afirmación del p. 4 del § 6 

l'ara que sea más cómodo, volvamos a enunciar la afirmación del p. 4 del $ 6- 
Si en el segmento [a, ó| la función g (?) es monótona p / (x), integrable, enton¬ 
ces en este segmento existe un número J; tat que 

a E b 

) H z ) fí <*) dx “ f (a) J l(x)dx+g(b) J / (x) dx. ti.16)*) 

a a t 

Demostremos primero la siguiente proposición auxiliar. 

Lema de Abel *•). Sean o, > e., > S* 0 y a, . u„ números 

cualesquiera. SI para todo í las sumas S¡ u x -f- tij -|- . , a, se comprenden 
entre A y B, entonces la suma e,ü, + e,« a + . . . -f- v„u„ se comprende entre 
los números Au t n Bu,. 

DEMOSTRACION Tonemos u, =■ S,. n, = S, — .S ; _, Por eso. 

"i"i + 'V'j + - . . + u„u„ = v,S t + v, {S, — 5,) + 

+ ••• + *’» < s » s n-t) — s j (“i — *'») + S, (u. — v 3 ) + 

+ - - • + •So-I ( p «-l — "ni + • , a'i|. 

*) Para la comodidad, mantenemoslafnuiueración de la fórmula aducida. 
**) Nils Henrik Abel, matemático noruego (1802—1829). 
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Complemento 2 


Ya quo f ( > 0 y v¡ — eu,> 0, entonces, cambiando en la última relación to¬ 
do S , primero por A y después por B, obtenemos las desigualdades 

A [(o, — o,) + {v, — ?»>+... + (e n -, — t>„l + f„l< 

< (o.u, + „,u, + . + , n u n < B ((o, - o.) + 

+ tfj — »*) + ... + (o M _, — u„) ej. 

De aquí, observando que las expresiones entre corchetes sou iguales a o,, obtene¬ 
mos 

Air, < t>,u, + a a u* + . . -t- < Bv¡. 

El lema queda demostrado. 

OBSERVACION Pora demostrar el lema de Abel hemos empleado la IranSfor- 
n 

moción do la suma 2 ‘V'fc 1 UI- *“*1® llamarse Irans/ormaclfn dt Abel. En el 

A=1 

p. 2 del § 5 del cap. 4 hay información más completa sobre la transformación do 
Abel y sus aplicaciones más importantes. 

DEMOSTRACION PE la AFIRMACION del p i DEL S a Admitamos que la 
función g ( x ) no crece en fu, í>| v no es negativo sobro esto segmento En virtud 
de lu intograbilidad de I (x) g (xi *). tenemos 


a a 

\ / (*) K ( X) Jx ■» lñn 2 / s - Nr í* 

o i—1 

dondi> A ™ móx Ax,. 

£eau M¡ y m t cotas exactas «lo / (x) en (x,_,. x t \. Entonco?, ya que g (r) es 
□o negativa, son válidas las «1* 'igualdades 


n n u 

s óx, < 2 / (X|-i) g (X,-,) A*, ;S 2 -W|«(*l-l)4*t. 

l~l 1-1 1-1 


(1.41) 


Puesto que g (x) no croco mi |*j. M, cuioncM la diferencia 

* r lft( r t- 1) A*,— ¿ m,g(x¡_,l Ax,= V ((Vi — *i)<f(x,-,) A*i 

i—I 1=1 1=1 


no supera el número g t<i) (A/, —»ii) .Yr¡. Ya quo la función / (x) es inte- 

t—i 


n ii 

grable, la suma V (.1/, — m,) Ai| — 2 «|4*i tiende a cero cuando A->■ 0. 

i—i i—i 

De aquí y do las desigualdades (1.41) se desprende que para cualesquiera números 
u; que satisfacen las desigualdades m. < |i, < M ¡. cada una de las sumas 


n « 

S te,. V p,g (*,.,) A*|. 

I—l !•»! 


S Axj 

1 — 1 


*) Véase lu propiedad 3 o del $ 5. 
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Cap. 1. Integral definida 


tiene per limite la integral ^ / (ri g (i) dz para A — O. Conforme a ln lórmu- 

a 

la ( 1 . 121 , se puede elegir*Jos números (*,. m¡ M¡, de tal modo que 

1 ? 

2 f(x)rfx=H( Ax,. Puesto que la función F ixi — \ ftt)át es continua en el 

*i-i ° 

segmento [a, !)] (véase la observación 3 del p. 1 del § 7), los números S,— 

« x i 


= 2 Pe * I li = ^ / (/) di se comprenden entre la cota inferior exacta m > la 
fc™ 1 a 

cota superiorjsxacta M de la función F (z) en el segmento la, fcj. Pongamos 
U| = í |a). t'. “ e lai).<'« = P <*»-!>• “i = “n = Mn A *n- Y “ 

que i),> .. •> i>„ ^ 0 y las sumas 5, = V u h se comprenden entre 

a“l 

n 

m y M, onlonces, en virtud del lema de Abel, la suma V, g (xj_,) |i,Axj se 

i=t 

encuontra entro mg (o) y Mg (a). Pero, entonces, para A-- 0 el limite de esta 
suma se encuentra también entre mg la i y Me (ai, o sea, son válidas los desi¬ 
gualdades 


g(«)m .. J f(i)g(r)drtSg(a|.lf. 


1.a fundón continua F (x) — ^ / (<) di toma todo valor A comprendido entro sus 

O 

cotas exactas m y M, es decir, existe un punto | tal que 

i 


Por oso. 


*•©= $/(«)<«->i- J s—- 

a 

s i 

5 /(xlglxl dx — g (a) J f(x)dx. 


(1.42) 


Si la función no creciente g (x) tiene también valores negativos, entonces la fun¬ 
ción h Ir) = g (x) — g Ib) es no creciente y tiene valore» no negativos. Por eso, 
en virtud de (1.42). 

b l 

5 / (*) [g <*i —* (¿)1 [g (fl) — 8 (ídl J / {*) dx. 
a a 

De aquí, haciendo transformaciones simples, obtenemos la fórmula (1.16), 






Capítulo 2 

APLICACIONES GEOMÉTRICAS Y FISICAS 
DE LA INTEGRAL DEFINIDA 


§ 1. Longitud de un arco de una curva 

1. Concepto de curva plana. Es más lógico considerar la curva 
como trayectoria de un punto móvil. En el presente punto daremos 
el sentido matemático de esta idea de la curva e introduciremos el 
concepto de la llamada curva simple. 

Sean funciones <p (/) y v¡> (t) continuas en un segmento [a, pl (a con¬ 
tinuación el argumento de estas funciones se denominará parámetro). 
Si consideramos el parámetro l como tiempo, dichas funciones deter¬ 
minan la ley del movimiento dol punto XI con coordenadas 

x — if tí), y=t(0. «<<< P. (2-1) 

por el plano (fig. 2.1) *). El conjunto {XI} de los puntos M correspon¬ 
dientes a lodos los valores posibles del parámetro i en el segmento la, 
|5| se considera lógicamente romo trayectoria del punto XI que se mue¬ 
ve según la ley (2.1). Notemos que el conjunto {Af}, siendo la trayec¬ 
toria do un punto móvil, no corresponde obligatoriamente a nuestras 
representaciones do la curva Por ejemplo, se puede indicar funcio¬ 
nes continuas <p (t) y (1), dadas sobre el segmento 10. 1), y talos que 
la trayectoria del punto XI que se mueve según la ley x — q> (í), 
ii ••- i); (í), llenará un cuadrado entero. Por tanto, os lógico separar ta¬ 
les conjuntos {¡V/} que corresponden a nuestras representaciones de la 
curva. Do este modo, llegamos a) concepto de curva simple. 

Denominamos curva plana simple L el conjunto {Ai} de todos los 
puntos M cuyas coordenadas se determinan por las ecuaciones (2.1) si 
a valores diferentes del parámetro I del segmento (a. pl les corresponden 
puntos diferentes de este conjunto. 

Utilizaremos también los términos siguientes: «las ecuaciones (2.1) 
determinan la curva plana simple Lo y «la curva plana simple está 
parametrizada empleando las ecuaciones (2.1)». 

Todo punto del conjunto {XI} que figura en la definición do la cur¬ 
va plana simple se llamará punto de esta curva con tal que los puntos 
correspondientes a los valores de frontera a y P del parámetro t se 
denominarán puntos de frontera de la curva plana. 


Aquí y en adelante denominamos plano el conjunto de lodos los pares 
ordenados posibles ( x, y) de los números x o y (todo par se denomina punto dol 
plano». Los números x e y se denominan coordenadas del punto <x, y). Para 
abreviar, denotamos también el punto (x. y) por una lotra M. La denotación M (x, 
y) significa que el punto M tiene coordenadas x e y. 


4-652 
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C.i|i- 2. Aplicaciones .le la integral definida _ 

La gráfica (le la función y = i (x), continua en el segmento (a. (51. 
puede servir (le ejemplo de una curva plana. En efecto, se puode con¬ 
siderar esta gráfica como la trayectoria del punto M que se mueve se¬ 
gún la ley x — f. y = / (t). í< P con tal que a valores diferentes 

del parámetro í les corresponden 
evidentemente puntos diferentes 
de la gráfica. 

OBSERVACION i Las curvas 
simples no agotan todos los con¬ 
juntos puntuales que pueden de¬ 
nominarse «curva». Sin embargo, 
para nuestros fines nos basto el 
concepto de curva simple. 

Observación 2. Una misma 
curva simple puede ser parame- 
tnzada por varios métodos C 011 - 
Flg. 2.1 sidvraremos todas las posibles 

parametrizaciones de la curva 
simple L obtenidas de una paranielrización dada representando el 
parámetro í en formo de funciones continuas estrictamente monó¬ 
tonas de otro parámetro s. 

Observación i Un concepto importante es el de curi a cerrada sim¬ 
ple. Esta curva se forma del modo siguiente. Sean L , y L t dos curvas 
simples con tal que: 1) los puntos de frontera de la curva coinciden 
con los punto» de frontera de Ja curva /. s ; 2) cualesquiera puntos de 
las curvas i, y que no son de frontera, son diferentes. La curva L 
obtenida uniéndolas curvas L x y¿,so denomina curva cerrada simple. 

2. Forma paraniétrica de representación de la curva. En el análi¬ 
sis matemático y sus aplicaciones es cómodo considerar las curvas 
dada» en forma paramétrica. El origen evidente (le este método para 
representar la curva es la idea de la curva como el lugar geométrico de 
las posiciones sucesivas del punió móvil. Por ejemplo, el lugar geomé¬ 
trico de las posiciones sucesivas del punto M, con coordenadas x c y, 
que se mueve según la ley 

* = a P = «»t-jrp{. —°o(2.2) 

es una curva llamada estrofoide (Hg. 2-2). Observemos que el punto M. 
que so muevo por ia estrofoide. se encuentra dos veces en una misma 
posición x = ü. y — 0 cuando t = —1 y cuando t — 1. 'i a que 
consideramos posiciones sucesivas del punto móvil, es lógico consi¬ 
derar que valores diferentes del parámetro t corresponden a puntos 
diferentes de la estrofoide. 

La estrofoide no es curva simple. Sin embargo, no es difícil cercio¬ 
rarse de que el campo (le valores del parámetro i puede dividirse en 
partas de tal modo que las partes correspondientes de la estrofoide se- 
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an curvas simples. A saber, dividámosla recta numérica —co < i < 
< oo en segmentos [n — 1, ni donde n es cualquier número entero. 
Obviamonte, si consideramos el parámetro t en este segmento, la 
parte correspondiente de la es- 
trofoide será curva simple. 

Empleamos esta idea de divi¬ 
sión en partes para definir ma¬ 
temáticamente el concepto de 
curva dada paramétricamente. 

Consideremos que el conjunto 
{f} es segmento, o semisegniento, 
o bien intervalo, o la recta nu¬ 
mérica, o semirrecta abierta o ce¬ 
rrada. 

Introduzcamos el concopto 
de partición del conjunto {<}. 

Diremos que un conjunto finito 
o infinito de segmentos /,} 

parte el conjunto { 1 } si: 1) la 
unión de todos los segmentos es 
todo el conjunto { 1 } y 2) solamente los extremos do cualesquiera 
dos segmentos del sistema pueden ser sus puntos comunes. 

Consideremos ejemplos de particiones de algunos conjuntos {í} 
de los mencionados anteriormente. 

1 El sistema de los segmontos [0, 1/31. [1.3, 2/31, [2/3, 11 parte 
obviamente el segmento [0. 1|. 

2. El sistema de los segmentos (0, 1/21, 11/2, 3/41, [3/4, 7/81, . . 

, . ^ 2 . 2n ¿nt;' ] • • • P° rlc el semisegmento [0. I). 

3. El sistema de los segmentos {[n — 1. ni), donde n es cualquier 
número entero, parte obviamente toda la recta numérica. 

Pasemos ahora a definir el concepto de la curva riada paramétri¬ 
ca monte. 

Sean las funciones <p (í) y ip ( t) continuas eu el conjunto {t) *). 
Diremos que la s ecuaciones 

(f). y = * <0 (2.3) 

prefijan paramétricamente una curva L si existe un sistema de segmentos 
Í(í¡ t¡ I} que parten el conjunto {¿} y tal que para los valores t de todo 
segmento dado de este sistema las ecuaciones (2.3) determinan una curva 
simple. 

Además, los puntos de la curva L se consideran en un orden determi¬ 
nado correspondientemente al crecimiento del parámetro t. A saber, si el 
punto M x corresponde al valor del parámetro t„ y el punto M 2 . al 
valor ¿ 2 , entonces M x se toma como antecedente a i\í 2 si í, < ¡ 2 . 


*1 El conjunto (f) es uno de los conjuntos anteriormente mencionados. 
4 * 
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Cap 2. Aplicaciones de la integral definida 


Notemos que los punios correspondientes a valores diferentes del pa¬ 
rámetro siempre se consideran diferentes. 

En otras palabras, la curva dada paramétricamente puede consi¬ 
derarse como la unión «te curvas simples con tal que estas últimas son 
recorridas sucesivamente por el punto ,M cuyas coordenadas so deter¬ 
minan por las relaciones (2.3) cuando el parámelro t recorre monóto¬ 
namente el conjunto (t). 

observación i La curva simple puede considerarse como una curva 
dada paramétricamente. En este caso, el sislema de segmentos que 
parte el segmento la, p] se reduce sólo a este segmento. 

A tí lulo de ejemplo consideremos la curva L dada por las ecuacio¬ 
nes paramétricas 

x — eos t, y = sen i, (2.4) 

donde t varía en el segmento 10, 4n], Evidentemente, el sistema de 
los segmentos (0, ni, [n, 2n], [2n, 3«1. (3n. 4nJ parte el .segmento 
10, 4ní con tal que. para los valores t de cada uno de dichos segmen¬ 
tos de) sistema dado, las ecuaciones (2.4) determinan una curva sim¬ 
ple (la semicircunferencia). De ln representación geométrica se des¬ 
prende que, on el ejemplo considerado, la curva L es circunferencia 
dos veces recorrida. 

observación 2. EL ejemplo considerarlo y el de la estrofoido mues¬ 
tran que la curva dada paramétricamente puede tener puntos de auto- 
intersección e, incluso, intervalos de autosuperposición. 

observación i En el caso de la curva dada paramétricamente por 
las ecuaciones (1 3). hablaremos también de la parametrización de 
dicha curva mediante estas ecuaciones Una misma curva L puede 
parametrizarse por varios métodos. Consideraremos todas las para- 
metrizacionos posibies de la curva /, obtenidas de cualquier para- 
metnzación dada representando el parámetro t en forma de funciones 
continuas estrictamente crecientes de otro parámetro s. Señalemos 
que sólo para estas transformaciones del parámetro se mantiene el 
orden de seguimiento de los puntos en la curva /,. 

3. Concepto de curva espacial. El concepto de curva espacial se 
introduce do manera completamente análoga al concepto de curva 
plana. En primer lugar, se introduce el concepto de curva espacial 
simple como un conjunto ¡4/} de puntos del espacio cuyas coordena¬ 
das x, (/, z so determinan por las ecuaciones 

x = q> (/), y = a|> (t), z = X (O, í =£ p, (2.5) 

a condición de la continuidad de las funciones <p (i), ap (i), X (í) 
y la condición de que los puntos del conjunto {A/} correspondientes 
a valores diferentes del parámetro / no coinciden. 

Igual que en el caso del plano, el concepto de curva espacial sim¬ 
ple y el do partición del conjunto ¡f > de variación del parámetro 
llevan al concepto de curva espacial liada por las ecuaciones para 
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métricas <2.5) si se observa la condición de la variación monótona del 
parámetro t sobre el conjunto {/}. 

Notemos que todos los términos introducidos en los puntos ante¬ 
riores se transfieren lógicamente al caso de curvas espaciales. 

4. Concepto de longitud de un arco de una curva. En este punto 
introduzcamos el concepto de longitud de un arco de una curva dada 
paramétrica mente. 

Sea que la curva L es prefijada por las ecuaciones para métricas (2.3) 

r "» <t (0. !/”'{' (0. 

donde el parámetro 1 varía sobre el segmento la. (5). 



Fig. 2.3 


Sea T partición arbitraria del segmento la. p) por los puntos 
a = i, <i[ <l¡ <. . . <(„ - P- Denotemos mediante M x , 

d/o, . A/„ los puntos correspondientes de la curva L (fig. 2.3). 

La quebrada . . ., M„ que aparece se denominará quebra¬ 

da *) inscrita en la curva /. y correspondiente a la partición dada T 
del segmento la, p!. Ya que ía longitud l¡ del tramo de esta 


*) Denomina remos recta una línea determinada por las ecuaciones pnrn- 
métricns x = at + 6, y = . t H- d. Se puede escoger de antemano las constantes 
a, b, c, d de tal modo que la recta pase a través de dos puntos dados M y (x,, ¡/ t ) 
y (x 7 , y 2 ). La parte de la reda entre los puntos M t y M t se llama naturalmen¬ 
te segruenio, y el conjunto do un número finito de segmentos contiguos uno a olro 
se denomina lógicamente nuebta.fn. 
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quebrada es igual a 

V ll (*i) - » (í/-.)l 2 -i- 11 Ui> -t (¿i-i)) 2 *). 
entonces la longitud l(t,) de toda la quebrada es igual a 
l(í,)- V 1,= ¿ V l, v , (t,) - <p +1 ♦ di) - * (*w>l*. (2.C) 

i««l i—1 


Definición. Si el conjunto {l (l,)) de las longitudes de las quebradas 
inscritas en la curia L y correspondientes a todas las particiones posibles T 
del segmento fot, p] está acotado, entonces la curva L se denomina rectifi¬ 
cable, y la cota superior exacta l del conjunto (/ («,>} se llama longitud 
del arco de la curra L. 

observación i. Do la definición do la curva L dada paramé trica- 
mente y de la definición de la longitud del arco l de esta curva so 
desprendo que la longitud l es positiva, / > 0. 

observación a Existen curvas no rectificables. En el complemen¬ 
to del presento cupítulo aduciremos el ejemplo de una curva pinna, 
cualquier parto de la cual es no rectificable. 

A continuación, utilizaremos con frecuencia el lema siguiente. 

Lema. Sea l * (<,) longitud de una quebrada inscrita en la curva I. 
y correspondiente a la partición T* del segmento la, (5). y sea l (í,) 
longitud de la quebiada inscrita en la curva /.. y correspondiente a la pai - 
lición '¡'obtenida de la partición T* al añadir varios punios nuevos. 
Entonces l* (f,)< 

demostración, O dv i unten te, es suficiente considerar el caso cuan¬ 
do a la partición 7"* so agrega un punto y. La quebrada correspondien¬ 
te a la partición T se diferencia de la quebrada correspondiente a la 
partición T * solamente en que un tramo A/,., \t, se sustituye por 
dos tramos Mt-jC y CM, (C es punto de la curva que correspondo 
al valor y del parámetro t). Ya que la longitud del lado 
del triángulo M t _ x CM l no supera la suma de las longitudes de otros 
dos lados**) Mt.,C y CM t , entonces I* (í,X / (t¡). 

Enumeremos algunas propiedades de curvas rectificables: 

I o . Si la curva L es rectificable , entonces la longitud l de su arco 
no depende de la purametrizactún de esta curva. 


*) Hemos empicado la fórmula de la distancia entre dos puntos M ( _, y 
cuyas coordenadas ron respectivamente iguales a 

r ¡-i - <P »t-, = 1' «i-i> y 

x, = ip (í|>. »(=’!> (‘¡I- 

**) So puede demostrar este hccbo geométrico de un modo puramente ana¬ 
lítico. 
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2". Si la curva rectificable L está dividida en un número finito de 
curvas /., mediante un número finito de puntos M 0 , . . ., M „ *), 

entonces cada una de oslas cunas /-, es rectificable y la suma de longitu¬ 
des l, de todas las curvas L, es igual a la longitud l de la curva L. 

3’. Sea la curva L dada paramétricamente por las ecuaciones (2.3). 
Mediante l ( t ) denotemos la longitud del arco del segmento L, de la 
curva L cuyos puntos se definen por todos los valores del parámetro del 
segmento la, fl. La función l (Z) es función creciente y continua del 
parámetro t. La función l~ l (i) so denominará arco variable de la 
curva L. 

4°. El arco variable l puede tomarse como parámetro. Este paráme¬ 
tro se denomina parámetro natural. 

La validez de la propiedad 4' 5 so desprendo directamente de la 
propiedad y. En electo, ya que el arco variable l = l (i) es función 
creciente y continua del parámetro l. entonces el parámetro t puede 
representarse también en forma de función continua y monótona 
t -- l ( t) del arco variable Z. Por eso, se puede elegir el arco varia¬ 
ble l como parámetro. 

DEMOSTRACION DE LAS PBOl'IBDADES 1'—3*. 

I o . Sea que liay dos paramctrizaciones de lo curva L. además í y s son 
parámetros definidos en los segmentos [a. PJ y |a, i), respectivamente. Ya que < 
es función continua y estrictamente monótono de s y .« es función continua y estríe* 
lómenlo monótona de t entonce? o toda partición T del segmento (a, p| le co¬ 
rresponde uno partición determinado l‘ del segmento Io. 6! y viceversa. Es obvio 
que los quebrados inscriUis en i. y correspondientes o las particiones respectivas 
de los segmentoa [a. pl y lo. í'l son idénticas y. _por eso._.sus longitudes í(í,) 
,v f (s,i son iguales. Por consiguiente, los conjuntos {/ (fjl) y(í (.«,'! son idénticos. 
De aquí se desprende que la longitud del arco de una curva no depende de la 
paramenización de esta curva. 

2 Obviamente, es suficiente demostrar la propieda». 2 o para el caso cuando 
el punto ( parte la curva / en do* i urvas y L t . Mediante y denotemos el valor 
del parámetro I al cual corresponde el paulo C. Entonces, lo» puntos de la cur¬ 
ca L, corresponden a tos valores del parámetro l del segmento [ce, yl mientras 
los punto* de le curve L t corresponden a lo» valores del porámotro t del segmento 
¡y, Pi «can T, y 7", particiones arbitrarias de dichos segmentos y T partición 
del segmento lo, Pl obtenida al unir las particiones 7*1 y T.. Si í, (í; I, la (ti) 
y f ti, I son longitudes de las quebradas iD*critas en las curvas ó,. L, y L. corres¬ 
pondiente* a las parlo iones T t . T, > T de ios segmentos anteriormente indicados, 
entonce.* es obvio que 

f, (Í¡1 + I, O.t - !(*,). <2.71 

V.I que tus números 7, (/,!. 1, lt¡) y l(t¡) son positivos, entonces, de la igual¬ 
dad 12 7| y de io rcotifiaabilidád de la curva L se desprende que los conjuntos 
¡f, (Í,|J y ¡r, tí,l) de las longitudes de los quebradas, inscritas en las curvas L. 
y I.t \ correspondientes a toda* la* particiones posibles dr Jos segmentos | r t , y] 
v jv. p|, están acotados, osea, las curvas L, y L t son roclifirablo*. Notemos que 
«le la igualdad (2.7) y de la definición de la longitud del arco «le una curva se 


*) Además, los punto* .17,. . . .. M n corresponden a los valores f„, 
i,, .... í,, del parámetro I que satisfacen las «audiciones a = l B < I, < . • . < 

< <u = ñ- 
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desprende que las longitudes 1,, 1, y í de los arcos de las curvas L¡ L¡ y L satis¬ 
facen la desigualdad *) 

<, + {,<<. (2 8 ) 

Supongamos que 1, 4- l, < l. Entonces, el número 

I - «, + 1,1 = e (2.9) 

es positivo. De la definición de la longitud 1 del arco de la curva L so desprende 
que para el número positivo t se pnede indicar una partición T‘ del segmento la, 
P) tal que la longitud í* (f ( ) de la quebrada inscrita en la curva L y correspon¬ 
diente o esta partición satisface la desigualdad ¡ - /• (t,) < e. Agreguemos el 
punto y a la partición T* y designemos la partición obtenida mediante r. 
Entonces, en virtud del lema de este párrafo, la longitud 7 (l¡) de la quebrada 
correspondiente a la partición T satisface la desigualdad l —~l (f¡) *c e, Puesto 
quo la partición T del segmento [a, pi se hizo uniendo ciertas particiones T, y 1\ 
de los segmentos [a, y) y If. Pl. entonces los longitudes 7, (f|) y 7, (í,i do las 
quebradas correspondientes a estos particiones satisfacen la relación (2 ") Por 
eso es válida la desigualdad ( — |7, <<|) •+- í, (i,)| < e. Ya que7, (I,) -f- 1, tf|)<6 
<. I, + (j. tanto más válida es la desigualdad f — (I, + /,) < e. Pero esta de¬ 
sigualdad contradice la igualdad (2 9). Por eso. la suposición f, + l, < í es 
inválida, y. por consiguiente, en virtud de i2.8), i, -f I. = I. |,a validez de la 
propiedad 2 o queda establecida. 

3*. De la propiedad 2° y de la observación I de este punto se desprende que 
el arco variable 1^1 It) es función positiva cstrtctainente creciente tlel parámetro t. 
Para demostrar la continuidad de lu función I (/i, empleemos las afirmaciones 
siguientes: 

1) Sean e cualquier número positivo filado, t punto arbitrarlo del segmento 
Ia, pj y M punió correspondiente ae la curva L. Existe una quebrada Inscrita en la 
curva ¿ que llene el punto Af por su vórtice y cu 'ja longitud se diferencia de la longi¬ 
tud de la curva L en menos ae zf 2. 

2) Se puede elegir dicha quebrada de tal modo que la longitud de todo sn tramo 
será menor de c/2. 

3) Seu que la quebrada es elegida como se indica en las afirmaciones 1) y 2.1 
Entonces, ¡a parte de la curva L subtendida por cualquier tramo de la quebrada 
considerada tiene longitud menor de i.. 

Cerciorémonos do que de las afirmaciones formiiladus y de la monotonía de la 
función l (t) se desprende su continuidad en cualquier punto fijado ( de este 
segmento (cu los puntos a y P la función 1 (/) os continua por la derecha y por la 
izquierda, respectivamente). 

Debemos demostrar que pura cualquier e 7> 0 se puede indicar un 6>0 
tal que para | Af | < 6, se cumpla la desigualdad | f (/ + Ai) — 1 (I) | < i 

Consideremos aquella partición T del -cgmento |a. pl a la cual corresponde 
una quebrada que posee las propiedades enumeradas en las afirmaciones 1 1 y 21 . 
Mediante 6 denotemos la mínima do las longitudes do dos segmentos parciales 
I(ji—.. <»! y 1'*. '*+i! de la partición T que tocan el punto i = t¡, del «oginonlo 
|a, p|. Sea que oí incremento Ai del argumento satisface la condición | Af | <7 6 
Paro la precisión, tomemos Af > O. Ya que t <: t + Af < t -f ó« f fc +,, 
entonces, en virtud del crecimiento estricto de la función l It) son válidas las 
desigualdades 

l(t) < 1(1 + Af) < / (« + 6i «í. i 

*1 De la igualdad! (2.7) se desprende que para cualesquiera particiones Y, 
y T 2 de los segmentos |a, )'] y i Y, Pl es válida la desigualdad /, (ti) -1- ( 3 (i ¿i --ó /. 
De aquí y de la definición de la cota superior exacta obtenemos la desigual¬ 
dad ( 2 . 8 ). 
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Eb virtud da la afirmación 3, as válida la desigualdad 
‘ <»»+i) — *(*)< «• 

De aquí y da las desigualdades anteriores so desprende que, para 0 < Ai <fi , es 
válida la desigualdad 


1 (r + Ai) — í (II < e. 


El cuso de Al < 0 se considera análogamente. 

Posemos ahora a demostrar las afirmaciones 1), 2) y 3). 

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION i) Sea e cualquier número positivo 
fijado. Ya que la longitud 1 (6) do toda la curva L determinada por las ecuaciones 
pammétricas (2.3) ce cota superior osada de las longitudes de las quebradas inscri¬ 
tas en esta curva correspondientes a todas las particiones posibles del segmento la. 

Í i¡. entonces, pora e > 0 dado se puede indicar una partición 7*• del segmento 
a. p] para lo cual la longitud de la quebrada correspondiente inscrito en la 
curva L se diferencia de 1 (p) en menos de e/2. Agreguemos a la partición 7*» 
el pumo l. En virtud del lema de este párrafo y do la definición de la longitud del 
arco, lu longitud de la quebrada correspondiente a la partición obtenida 7* del 
segmento (a. p] so diferencia de 1 (P) en monos do e/2, y esta quebrada tiene 
por su vértice el punto M de la curva que corresponde al punto 1 del segmen¬ 
to |a, p!. 

DEMOSTRACION DB la afirmación 2). Ya que las funciones <p (ll y 
ip (il continuas en el segmento |a, 61 son uniformemente continuas en osle seg¬ 
mento. entonces, según e > 0 dado Se puede indicar un Ó > 0 tal que para 
cualquier partición 7 del segmento |a. p| con las longitudes 'le los seguíanlos 
parciales (i,.,. !,) menores de ó so cumplen las desigualdades llip (/¡I — <p lj.,) |< 

< - - L -., | ip (i,) q | «• ¡-Tq'' Puesto que la longitud 7¡ del Iramo do la 

quebrada correspondiente u la partición dada es igual a 

^ (T ('i)-f('i-i)l 1 + l>f‘ («il-’f i»i-i)l*. 


enlom es, obviamente, I, < e ;2 Consideremos ahora cualquier partición fijada 7' 
del segmento (a, 61 con las longitudes de los segmonios parciales menores de fi. 
y agreguemos a ella los punios de 1a porlición 7* (véase lu demostración de la 
afirmación 1). Como resultado, obtenemos la partición 7 a la cual correspondo 
uno quebrada inscrita en la curvu L y que .satisface tollas las rendiciones de la 

afirmación 2 ). 

DEMOSTRACION DE i.a afirmación 3 ). Sea que lo quebrada M,M l ■ . . 

• • ■ -W|!-ióf|,jW|,+i- Wn satisface las condiciones de las afirmaciones 1) y 2). 
Cerciorémonos do quo lo longitud de rada parte de lo curva /- subtendida por 
cualquier tramo de la quebrada considerada es menor do e. En efecto, sea l lt 
longitud do la parte de la curva L y sea.7* longitud del tramo 

de la quebrada. Entonces, en virtud de las condiciones de la afirmación f >, se 
n 

cumple la desigualdad 2 H* — h.> < f 2. Puesto que todo sumando /* — 1/, 
k=i 

de la última suma es no negativo, entonces (1* — I*) < e/2. De nqui y de la 
desigualdad I k < e/2 se* desprendo lo desigualdad requerida < s. 


El concepto de longitud del arco de uua curva espacial dada por 
jas ecuaciones paramétricas (2.5) se introduce de manera completa¬ 
mente análoga al concepto dol arco de una curva plana. Se consideran 
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las longitudes l (/,) de las quebradas inscritas en la curva L con tal 
que, obviamente 

í If (M-■»( <.-»))*+(< ,.,)!»+ . 

La curva espacial L determinada por las ecuaciones (2.5) se denomina 
rectificable si el conjunto {/ (f¡)} de las longitudes de las quebradas 
inscritas en esta curva está acotado. La cota superior exacta l do 
este conjunto se denomina longitud del arco de la curva L. 

Notemos que ln« curvas espaciales rectificables poseen las propie¬ 
dades I o , 2°, 3 a y 4° enumeradas en este punto. La demostración de 
estas propiedades se realiza de modo completamente análogo a la 
demostración para las curvas planas. 

5. Condiciones suficientes de la rectificabilidad de la curva. 
Fórmulas para calcular las longitudes del arco de la curva. 

Teorema 2.1. Si las funciones r — q ÍJ) e y — t|> (t) tienen deriva¬ 
das continuas en el segmento la, jll, entonces la curva- L determinada 
por las ecuaciones paramélricas (2.3) es rectificable y la longitud I de 
su arco puede calcularse por lo fórmula 

l =• $ I'V 3 (0 + <’M0df. (2.10) 

a 

demostración fin primor lugar, demostremos que la curva L es 
rectificable. Para hacerlo, transformemos la expresión (2.(5) de la 
longitud I (í,l de la quebrada inscrita cu la curva L y correspondiente 
a una partición arbitraria T del segmentóla. |5|. Yo que las fun¬ 
ciones <f (í) y >|> (i) tienen derivadas en el segmento la, j)|, entonces 
conforme a la fórmula de Lagrange, q (/,) — <p (f/-,) = i¡-‘ (t,) At t , 
donde í,_, < t. <t,. At, = t, — t y ip (i,) — xp (í¿ -,) = xp' (r‘)At, 
donde t,., <t* <í,. Poniendo las expresiones halladas para 
qi (í|) — (f (í«-i) y xp (/j) — ip (í¡-i) en el miembro derecho de la 
expresión (2.6). obtenemos 

/(!,) = g V r q.'*(t f )4 fWlSt,. (2.11) 

Según la condición, las funciones <p (/) y xp (t) tienen derivadas 
continuas en el segmento (a, p|. Por consiguiente, las derivadas 
están acotadas y. por eso. existe un M tal que para todos los t del 
segmento la, pi son válidas las desigualdades | q>' (t) | M 
y I ■»!' (t) I M- Pero, entonces, de la fórmula (2.11) se despren¬ 
do quo 

0 <¿(í¡)€S2 V~M 2 4- M- At, = M V 2 Y At¡ = M ] 2(P-a). 

Í = 1 1*^1 


f((i)= 2 , 

- 1 l 




^ 1. Longitud de un arco de una curva 


59 


Do este modo, el conjunto {l (í,)} de las longitudes de las quebra¬ 
das inscritas en la curva L y correspondientes a todas las particiones 
posibles T del segmento la, p), ostá acotado, o sea, la curva L es 
rectificable. Mediante ¡ denotemos la longitud de esta curva. Demos¬ 
tremos que la longitud l ile la curva L puede calcularse por la fór¬ 
mula (2.10). Observemos que el miembro derecho de la fórmu¬ 
la (2.11) parece a la suma integral 

/{f,. T,}= S l'V*(Ti) + 1>' , <T,)At, (2.12) 

de la función integrable V <f' 2 (f) 4- V* (*) con tal que esta suma 
I {(,. t,¡ corresponde a la partición T del segmento [a, p) y la elec¬ 
ción dada de los puntos t, en los segmentos parciales t¡l de 
esta partición. Demostremos que para cualquier (>0 positivo se 
puede indicar un ó > 0 tai para que A < ó (A -= máx A(,) se cum¬ 
ple la desigualdad 

I/(*,)—/I <e/2. (2.13) 

í 

donde / = \ VV Z ( Í ) + ’Í>' 2 < Í ) di es el límite de las sumas integrales 

a 

(2.12) cuando A 0 En otras palabras, demostremos que para parti¬ 
ciones bastante «finas» T del segmento (a. pl las longitudes l (1,) de las 
quebradas, inscritas en la curva D y correspondientes a estas particiones, 
se diferencian en una magnitud tan pequeña corno se quiera de la inte¬ 
gral / que está en el miembro derecho de la fórmula (2.10). Notemos, 
primero, que 

I V\-* (T,) + 1’*V <t 4 ) -M-'*(t.) |< 

•). (2.14) 

donde M, y ni, son cotas exactas de la función *' |/| en el segmento 
parcial t,). En virtud de (2.11). (2.12) y (2.14) son válidas las 


*) Para ubtencr la» desigualdades (2 tí), liemos empleado la desigualdad 
| y'a»-j-6*» — | <!(••—6 1 , ilondc a J = q'*(x 1 ), /,« = ,|>' a (*f) »’**“ 

y la desigualdad I ♦'t«f)—V (*l) I <üf| —m» 
l.o wguuda de estas desigualdades es evidente puesto que la diferencia 
de cualesquiera valores de la (unción no es mayor ¡que la diferencia de sus 
cotas exactas Demostremos la primera de dichas desigualdades Tenemos 


| -/Ji+zsi» 


| ó« — 6* | 


6*—6 I I 6*4-6 


y a* + 6** +y a * + bi 


y 6”+y't3 




|| (| 6»h- 1 6 |) 
I 6' | +1 6 | 


= I 6*—6 |. 
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desigualdades 

I /(í|)-/{<|. t.íl-12- (K»'*ÍT|)++ ,1 (Tf)- 

Í=1 

- V<r'*(Ti)+t'*(T,)) m, | < S I KV*(«i)+í' 2 (Tf) - 

£= 1 

- K »'*(»,)+ f 1 (*i) I Aí¡sí 2 (•'/--"‘¡) Ai, = 5-s. (2.15) 

i=i 

donde S y s son las sumas superior e interior de la función i|>' (/) 
para la partición del segmento la, p). Ya que las funciones 
V q>'- (<) + ^i' 3 (i) y iji' (<) son integrables en el segmento ía, p) (esto 
se desprende do la continuidad do las derivadas <p' (t) y ip' (1) en ei 
segmento la, (51), entonces, de la definición do la integrabilidad y del 
teorema 1.1 (véase el § 1 y el § 3 del cap. 1) se desprende que para 
cualquier e>0se puedo indicar un Ó ~z> 0 tal quo para 4 <6 (i =• 
= máx A/,) so cumplen las desigualdades 

I / {<,. * 1 5 - 1 I < e/4 y s — s < *4. |2 10) 

Por eso. cuando A < ó, en virtud de (2 15) y (2.10). son válidas las 
desigualdades | l (t,) — / | = i l (¿i) — / {í(, ti) t / {<j. til — 

|t,)|+| I {t„ t, i — / I <e/4 + e4 = 
= e/2. De este modo, la validez de las desigualdades (3-12) queda 
demostrada. 

Demostremos ahora que entre tudas las quebradas posibles cuyas 
longitudes 1 (i,) satisfacen la desigualdad (2.13) existen quebradas 
cuyas longitudes se diferencian de la longitud l del arco de la cuna L 
en menos de e 2. 

Puesto que l es cota superior exacta del conjunto {/ (t,)} de las 
longitudes de las quebradas inscritas en la curva L y correspon¬ 
dientes a todas las particiones posibles del segmento la, pi. entonces 
existe una partición T* de esto segmento tal que la longitud l* (/,) 
de la quebrada correspondiente satisface las desigualdades 

0< 1 - í* (l,) < e'2. (2.17) 

Dividamos ahora cada uno de los segmentos parciales t,l de la 
partición T* en partes tan pequeñas que la longitud máxima A de 
la partición T del segmento la, pi, que se obtiene uniendo dichas 
particiones, sea menor de ó. A <ó. lis obvio que la longitud l (t¡) 
de la quebrada correspondiente a la partición T satisface la desi¬ 
gualdad (2.13). Ya que los vértices de la quebrada correspondiente 
a Ja partición T* son también vértices de la quebrada correspondien¬ 
te a la partición T, entonces, conforme a! lema de este párrafo, la 
longitud l (í,) satisface las desigualdades 0 < l* (t¡) l (íj) sj l. 
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y, por eso. en virtud de la desigualdad (2.17), se cumple la desi¬ 
gualdad 

Os¿/-/Ú,) <e / 2. (2.18) 

Así pues, hemos demostrado que entre las quebradas cuyas longitu¬ 
des l (í,) satisfacen la desigualdad (2.13) hay quebradas cuyas longi¬ 
tudes l (í ( ) satisfacen la desigualdad (2.18). Comparando las desi¬ 
gualdades (2.13) y (2-18). obtenemos la siguiente desigualdad: 

|í-/| <8- 

En virtud de la arbitrariedad de e, de aquí se desprende que l = /. 
El teorema queda demostrado. 

OBSERVACION 1 Si los funciones tf (í) y <p (!) tienen demudas acoladas en el 
segmento [a. Pl. entonces, la curva L determinada por las ecuaciones (2.1) es rectlfl- 
,-otile . Ln efecto, demostrando ol teorema (2.1). hemos establecido quo si las 
derivadas de las funciones <f (i) y f (!) son acotadas, entonces las longitudes 
¿(f,i de las quebradas inscritas en la curva L y correspondientes a todas las 
particiones posibles T del segmento |a. Pl son acotadas también. 

OBSERVACION 1 Lafármulu (2 10) puro calcular la longitud del arco es válida 
sí las derivadas '(■' (í) y iK(!) están definidas y son integrables en el segmento |a. pl- 
F.n efecto, de la Integrabilidad de estas derivadas so desprciidc su acotación y. 
tior eso, en virtud de la observación f, la rectificabilidad de la curva ó Luego 
observemos que para deducir las desigualdades (2.14). (2,15) y (2.1C), y. por 
consiguiente, la desigualdad (2.13i, es suficiente que esistan y sean integrables 
la» derivadas <p’ (I) y V (l) puesto que, según el comple mento 1 del capi tulo i. 
de aquí se desprende la integrabilidad de la función | <f ‘ ! (!) -t-if' 1 (i). Todos 
los raronamioulos ulteriores se liaron como on la demostración del teorema 2.1. 

observación s Si la curva L es gráfica de la /unción y = / (2) 
que llene derivada continua f (a-) en el segmento (a. ¿ 1 ). entonces la 
curra L es rectificable y Ia longitud l del arco L puede hallarse por la 
fórmula 

0 

le ^ y l+fUDdl. (2.19) 

a 

Para demostrarlo, observemos quo la gráfica de la función consi¬ 
derada es curva determinada por las ecuaciones paramétricas x = l, 
y — f (0, flig l> >’• además, es evidente que so cumplen todas 
las condiciones del teorema 2.1. Por lo tanto, poniendo en la fórmu¬ 
la (2.10) q> (<) — í. tp (f) — / <0 y sustituyendo la variable de inte¬ 
gración t por x, obtenemos la fórmula (2.19). Señalemos también 
que si la curva I es determinada por la ecuación polar r — r (9), 
0, t) -g: 0 2 y la función r (0) tiene derivada continua en el seg¬ 
mento [0,, 9.1. entonces la curva L es rectificable y la longitud l 
del arco ó puede bailarse por la fórmula 

**1 _ 

l- \ l rM0H-r'2(0) dO. 

0 , 


( 2 . 20 ) 



62 


Cap. 2- Aplicaciones de la integral definid. 


Para demostrarlo, nos valemos de las fórmulas que se emplean para 
pasar de las coordenadas polares a las cartesianas 
x = r (0) eos 9. y — r (0) sen 0. 

De este modo, se ve que la curva L se determina por las ecuaciones 
paramétricas con tal que las funciones <p = r (0) eos 9 y t¡> = r (0) sen 0 
satisfacen las condiciones del teorema 2.1. Poniendo dichos 
valores cp y t|> en (2.10), obtenemos la fórmula (2.20). 

Enunciemos las condiciones suficientes de la reetificabilidad 
de la curva espacial. 

Si las funciones q> (!), if (!) y ■/. (!) llenen derivadas continuas en el 
segmento la, p], entonces, la curva L determinada por las ecuacio¬ 
nes (2.5) es rectificable y la longitud Ide su arco puede hallarse emplean¬ 
do la fórmula 

l = \ )/>'«(*) + ¥'*<<)+x'* (*)«#• ( 2 . 21 ) 

a 

Su demostración es análoga a la del teorema 2.1. 

OliSERVAClON 4. ,s¡ las fuñe iones f (i).f (O V X (O tienen dorivudus acotados 
en el segmento |a, P), entonces, la curva L determinada por las ecuaciones |2.5> 
es rectificable. Si, además, Ins derivadas de dichas funciones son integro May en 
el segmento (a, p|. entóneos la longitud I del oreo de la curva /. puede hallarse 
empleando la fórmula ( 2.211 (véase la» observaciones 1 y 2). 

fi. Diferencial de un arco. Sea que las funciones x ~ q: (l) 
e y = t)j (l) tienen derivadas continuas en el segmeuto |a, pl. En 
este caso, conforme al teorema 2.1, el arco variable se representa 
por la fórmula: 

i 

i(0= $ 1-V*(*)+♦'*<•*) dt. 12-22) 

a 

Ya que la función subintegral del miembro derecho de la fórmu¬ 
la (2.22) es continua, entonces la función l (f) es diferenciable con 
tal que 

!'(*)= KV* (*)+♦'*(*) 

(véase el p 1 del § 7, cap. 1. tomo 2). Elevando ambos miembros do 
la última igualdad al cuadrado y multiplicando, después, por dP. 
obtenemos la fórmula 

[!' (0 d!] s = [tp' lí) Al 5 + Itp' (!) dtp. (2.23) 

Ya que l' (O dt = di, tp' (!) di = dx, tp' (!) di = dy, entonces, de 
(2.23) hallamos 


dP = dx- -í dy s . 


(2.24) 


§ 1. Longitud de un arco de una curva 


63 


En particular, do la fórmula (2.24) se desprendo que si elegimos 
el arco variable l como parámetro, o sea, x — g (í) e y — h (i), 
entonces 

(■5)'+(í) ! -‘- < 2 - 25 > 

Notemos quo si se observa la condición de continuidad de las deri¬ 
vadas de las funciones x -- q (í). y = $ (t) y z — x U). para la dife¬ 
rencial di del arco do una curva espacial determinada por las ecua¬ 
ciones pararoótricas (2.5), es válida la fórmula 

dl ¿ = dx* + dy- + dz\ (2.26) 

De la fórmula (2.2(5) se desprende que si elegimos el arco variable l 
como parámetro, entonces 

(*)*+ (*)‘+( 4 )*-'- < 2 - 27 > 

7. Ejemplos para calcular la longitud del arco. 1°. Longitud 
del arco de la cicloide *) x — a (l — sen l ), // = a (1 — eos /), 
0/sí 2n. En el caso considerado rp' => a (I — eos /). ip' = a sen í. 
Por lo tanto, según la fórmula (2.10), 

1= C a V (1— cost)*+#en*í di la ^ sen — di — 
a “ 

, I l 2n o 

= — dncos-j-1 = 8<!. 

2°. So llama linea catenaria la gráfica do la función y ■= a cli **). 
Hallemos la longitud de una parle de la línea catenaria que corres¬ 
ponde al segmento (0. x). Por Ja fórmula (2.19), tenemos 

/(r)= K1+ !/'*(§)¿í =$ V 1 -4-»h*-|-dÍ= J ch. 

Ü l» O 

3°. Ha Hornos el arco variable de la elipse — -p- = 1, a>b, 
partiendo del punto d/,(0. b ). Consideremos las ecuaciones para- 
mítricns de la elipse x — nsent, y=bc.ost, OlCí SÍ2.-1. Según la 

*1 Cicloide es una curva pinna que describe un punió de la circunferencia 
(Je radio a cuando esta rueda sin deslizarse por la linca recta. 

**) La denominación linea calmaría se debe n que una cadena pesada sus¬ 
pendida por sus extremos tiene forma de la curva considerada. 
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fórmula (2.22), lonemos 


i (í) — J V v 2 ( T ) +V* ( T ) dT 

(I 


I 

Jj \ a z eos 2 x -f 6* sen 2 t dx = 
u 


— a 


« 

s 


V 1 — e 2 sen 2 -t dx= aE {e, l). 


El número 


r . Va»-»» 


se denomina excentricidad de la elipse. 


La integral indefiuida ^ V 1 — e- sen- í dt que se anula cuando 

í = 0, se denomina integral elíptica de segundo género y se denota 
por E (e, t ) (véase el § 11, cap. 7, tomo 1). 


§ 2. Area de una figura plana*) 

1. Concepto de cuadrabilidad de una figura plana. Área de una 
figura plana cuadrablc. El concepto de área del polígono **) que es 
una figura plana se conoce del curso de matemáticas elementales. 
En ol presente punto introduciremos el concepto de úrea de una 
figura plana Q que es una parte del plano limitada por una curva 
cerrada L ***). Además, la curva L se denominará frontera de la 
figura Q. 

Diremos que el polígono está inscrito en la figura Q. si lodo pun¬ 
to de este polígono pertenece a la figura Q o a su frontera. Si todos 
los puntos do una figura plana y de su frontera pertenecen a cierto 
polígono, diremos que dicho polígono está circunscrito alrededor 
de la figura Q. 

Es obvio que el área de cualquier polígono inscrito on la figu¬ 
ra Q lio es mayor que el área de cualquier polígono circunscrito 
alrededor de la figura Q. 

Sea [S.) el conjunto numérico ilo las áreas de los polígonos 
inscritos on la figura Q y sea {Sj) el conjunto numérico de las áreas 
de polígonos circunscritos alrededor de la figura Q. Evidentemente, 
el conjunto {.S¡) está acotado superiormente (por el área de cualquier 
polígono circunscrito alrededor de la figura Q), y el conjunto ¡S rf ¡ 
está acotado interiormente (por ejemplo, por oí número cero). Deno- 


*) En el tomo 3 del presente curso el lector hallaré una amplia aplicación 
de los conceptos de área de una figura plana y de conjunto arbitrario do los 
punios del plano. 

**) So llamara polígono o la parle del plano limitada por una linca que¬ 
brada cerrada simple. 

***t Señalemos que una curva plana cerrada simple divide el plano en dos 
partes, interior y exterior. Jordán, matemático francés 11838—1922). demostró 
esta afirmación. 
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tomos Ja oota superior exacta del conjunto {5 ( } mediante P y la cota 
interior exacta del conjunto {S<¡}, mediante P. Los números P y P 
se denominan áreas inferior y superior de la figura Q. Notemos que el 
área inferior P de la figura Q no es mayor que el área superior de esta 
figura, es decir, P SQ P. En efecto, supongamos que es válida la 

_ P—p 

desigualdad contraria P > P. Entonces, tomando — = e > 0 

y teniendo en cuenta la definición de las cotas exactas, hallamos 
tal polígono inscrito en la figura Q que su área 5, sea mayor que el 
p + p P + P 

número P — e = =-§—, o sea^j— <S„ y tal polígono circuns¬ 
crito alrededor de la figura Q que su área S j sea menor que el núme- 

_ P , ~p p _|_ p 

ro P- 1-e =-=— 7 ;—, o sea, S d <. —. Comparando las dos 
desigualdades obtenidas, hallamos que S d <S¡, lo quo os imposible, 
puesto que el área S d do cualquier polígono circunscrito es no menor 
quo el área S¡ de cualquier polígono inscrito. 

introduzcamos el concepto de cuadrabilidad de una figura plana. 
Definición. La figura plana Q se denomina cuadrable sí el área 
superior de ésta coincide con su úrea inferior P. Además, el número P - 
= P = P se denomina área de la figura Q. 

observación. En el complemento de este capítulo aduciremos el 
ejemplo de una figura no cuadrable. 

Es válido el siguiente teorema. 

Teorema 2.2. Para que la figura plana Q sea cuadrable. es necesa¬ 
rio y suficiente que para cualquier número positivo e se pueda indicar 
un polígono circunscrito alrededor de la figura Q y un polígono inscrito 
en la figura Q tales que su diferencia sea menos que e. S ,1 — S, < e. 

demostración, i) necesidad Sea la figura Q cuadrable, es decir, 
que P ■= P = P. Dado P y P son las cotas superior e inferior exactos 
de los conjuntos {5¡} y !5 rf ), para cualquier número e > 0. se puedo 
indicar un polígono inscrito cu la figura Q tal que su área S¡ se dife¬ 
rencia de P = P en menos do e/2, es decir, P — S¡ < e'2. Para 
este mismo e > 0 se puede indicar un polígono circunscrito, tal quo 
su área S d se diferencia de P — P en menos de e/2, es decir, S d — 

— P <e/2. Sumando las desigualdades obtenidas, hallamos que 
S d -S, <e. 

2 ) suficiencia Sean S d y S¡ las áreas de los polígonos para los 
cuales S d — S¡ <e. Dado que <Pi$ P^S d , tenemos ~P — 

— P<t. En virtud de la arbitrariedad dee.de aquí se desprende que 
P = P- De este modo, la figura es cuadrable. El teorema queda 
demostrado. 
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Diremos que la frontera de la figura plana Q tiene un área igual 
a cero, si para cualquier número positivo e > 0 se puede indicar un 
polígono circunscrito alrededor do la figura (J y uu polígono inscrito 
en la figura Q, tales que la diferencia S d — S, sea menor de e. Obvia¬ 
mente, el teorema 2.2. puede enunciarse tainbiéu del modo siguiente. 

Para que la figura plana Q sea cuadrable , es necesario y suficiente 
que su frontera tenga un área igual a cero. 

obsgju ac-ion En todos los razonamientos aducidos, en vez de la 
figura plana .se puede considerar un conjunto arbitrario de punto 
del plano. 

Establezcamos el criterio suficiente de la ciiadrabilidad de una figura plana 

Teorema V . '.I. Sí la ¡ranura 1 . de la pgurti plana Q es una curva rectificable, 
la ligara Q es cuadrable. 

demostración Sea ¡* la longitud do la curva /.. Consideramos que la cur¬ 
va /, está paramolrizuda mediante el parámetro natural ¡. 0 < i*, y, además, 

debido a que la curva L es cerrada, sus puntos de frontera, correspondientes a los 

valores 0 y 1 * del parámetro I, coin¬ 
ciden. Sea e un número positivo arbi¬ 
trario Dividamos el segmento (0,f*J 
en n partes Iguales de longitud inferior 
a e/’fU* mediante loa puntos U •= t„< 
Consideremos 
la quebrada M,M t ,.... M n (Af„= M n l 
lose rita en la curva L y correspon¬ 
diente a dicha partición del segmento 
(O. 1*) Los punios M 0 , .1/,, . . .. \I n 
dividen la curva L en las partes 

.¿ n . cuyas longitudes son 

jálales a U’ n¡ < (e/9I*).Es obvio que 
las longitudes de los tramos A/,_, A/, 
de la quebrada anteriormente indicada 
.U„.V,. M „ no es superior a l" a 
p¡a. ¿A Coloquemos todo tramo dentro 

de un cuadrado con longitud de lado 
igual a 3!*/n del modo Indicado en 
la íig. I 4 Es fác il convencerse de que el arco subtendido por el tramo M¡ 

so oncucntra dentro de osle cuadrado puesto que lo distancia de cualquier punto 
que se bulla fuera o en lu frontero do este cuadrado hasta cada uno délos pun¬ 
tos y Mi no es inferior a l*hi. Por tanto, si algún punto M dol arco L, se 
encontrara fuera o en la frontera do dicho cuadrado, la quebrada M¡.,MM, 
inscrita en este arco tendría una longitud no menor que ¿l*/n, o sea. mayor 
que la longitud /•/» dol arco L¡, lo cual es imposible. La unión de lodos los 
cuadrados construidos sobre todos los tramos de lu quebrada M„M¡ - M„ 
representa una figura poligonal que comprendo la curva L. Además, es obvio 
que la frontera de esta figura es la unión de las fronteras del polígono inscrito en 
lu figura Q y del polígono circunscrito alrededor de 9 Es también evidente que la 
diferencia S d — S, de las áreas délos polígonos es igual al área de dicha figura 
y el área de esta figura no supera la suma S de las áreas de los cuadrados anlevior- 

2 i» 

mente descritos. Ya que S= a —j-= SI* — <; e (la última desigualdad so 

desprende de la expresión ), entonces — 5, < e. Por eso, según 

el teorema 2.2, la figura Q es cuadrable. El teorema queda demostrado 
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2 Área del trapecio curvilíneo. Se llama trapecio curvilíneo 
a la figura limitada por la gráfica de una función continua y no nega¬ 
tiva / ír) prefijada en el segmento la, ó], por las ordenadas trazados 
en los puntos a y b y pnr el segmento del eje Ox entre los puntos ay?) 
(fig. 2.5). Demostremos la si¬ 
guiente afirmación 

El trapecio curvilíneo es una 
finura cuadrablc, cuya úreu P 
puede calcularse por la fórmula 
a 

/>= J /(.r)c/r. (2.28) 

demostración Ya que la fun¬ 
ción continua en el segmento (a, 6) 
es integrable, para cualquier nú- Plg- 2 -5 

moro positivo c se puede indicar 

una partición T del segmento la, b\ tal que la diferencia S — s<e, 
donde S y s son, respectivamente, los cotas superior e inferior de la 
partición T. Poro S ji son iguales a S a y S,. respectivamente, donde 
S d y S, son las árpas do las figuras escalonadas (polígonos), la prime¬ 
ra de las cuales comprende el trapecio curvilíneo y la segunda se con¬ 
tiene en el trapecio curvilíneo (la fig. 2.5 representa dichas figuras 
escalonadas). Dado que S,, — S, < e onlonces. conforme al teore¬ 
ma 2.2, el trapecio curvilíneo es cuadradle Puesto que el límite de 

las colas superiores e inferiores para A —»■ 0 e« igual a \ f [x) dx 

<1 

y .ss' ^ .5, entonces el área P del trapecio curvilíneo puede 
hallarse por la fórmula (2 28). 

observación Si la función / (z) es continua y no positiva eu el 

b 

segmento l«, ?)|, el valor de la integral ^ f (x) dx es igual ni área 

del trapecio curvilíneo tomada con el signo negativo y limitada por 
la gráfica de la función f (x). la» ordenadas de los puntos a y ?> y el 
segmento del eje Ox entre los puntos a v b. Por eso, si 1 (z) cambia do 
a 

signo, J / (x) dx es igual a la suma de áreas, tomadas con un signo 

O 

determinado, de los trapecios curvilíneos que se encuentran por 
encima o por debajo del eje Ox cou tal do que ías áreas deles primeros 
se tomen cou el signo -f y los de los segundos, con el signo —. 

3 Área del sector curvilíneo. Sea la curva L dada en el sistema 

polar por la ecuación r = r (6), 0^ f) (fig. 2.0) con tal de que 

la función r (0) sea continua y no negativa en el segmento [a, |S). La 
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figura plana, limitada por la curva L y dos rayos que forman los 
iíngulos a y p con el eje polar, se denominará sector curvilíneo. 

Demostremos la siguiente afirmación El sector curvilíneo es una. 
figura cuadrable, cuya área P puede calcularse por la fórmula 

fi 

P = -i- J r= itf) <10. (2.2'.*) 

a 

demosihación Consideremos la partición T del segmento (a. pi 
por los puntos a = 0„ < 0, < . . < 6„ = P y para todo segmento 

parcial 10,.,. 0,1 construyamos 
sectores circularos, cuyos radios 
son iguales a r, mínimo y a II, 
máximo do los valores r (0) en ei 
segmento 10,.,, 0 ( l. Como resul¬ 
tado obtenemos dos figuras en 
forma de abanico, la primera de 
las cuales se comprende dentro 
do! sector curvilíneo y la segunda 
comprende el sector curvilíneo 
Kig. 2.0 (estas figuras en forma de abanico 

se representan en la fig. 2 ü). Las 
áreas S , y de dichas figuras de abanico son respectivamente iguales a 

n » 

-j- 2 '?A0| y a -j-S • Notemos que la primera de estas 

.=i 

sumas os la suma inferior s de la función -j- r- (0) con la partición 
T del segmento la, pl, y la segunda, la suma superior de la misma 
función con la misma partición. Ya que la función y r- (0) os integra¬ 
ble en el segmento la. p], la diferencia S — s = 5 d — S, puede ser 
tan pequeña como se quiera. Por ejemplo, para cualquier e > 0 
fijado esta diferencia puede hacerse menor que e/2. Inscribamos 
ahora en Ja figura interior en forma de abanico el polígono Q¡ de 
área S¡, para el cual .S', — S¡ < . y circunscribamos alrededor de la 

figura exterior en forma de .abanico el polígono Q¿ de área S,,, para 
el cual S j — S j *). Obviamente, el primero de estos polígonos 
está inscrito en el sector curvilíneo y el segundo, circunscrito alrede- 

*) Las figuras consideradas en forma de abanico se componen de sectores 
circulares. Todo sector es cuadrable. y. por tonto, son también cuadiablea l„ s 
figuras en forma do abanico. Por eso, para estas figuras pueden hallarse los 
polígonos cuyas áreas S¡ y Sj satisfacen las desigualdad!s indicadas 
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dor do él. Dado quo son válidas las desigualdades 

a 

$ r2 (®)^ 0 < 5 <i<-5a. (2.30) 

a 

resulta evidente que S j — S, < e. En virtud de la arbitrariedad de e, 
de esta expresión se desprende la cuadrabilidad del sector curvi¬ 
líneo. De las desigualdades 
(2.30) se deduce la valides de la 
fórmula (2.29). 

4. Ejemplos para calcular las 
áreas. I o - Hállese el áron P de 
la figura F limitada por las grá¬ 
ficas de las funciones y=x9- y x= 

*= y a> 1 (fig. 2.7). Debido a 
que la figura F es simétrica res¬ 
pecto a la bisectriz del primer 
ángulo de coordenadas, su área 
puedo obtenerse sustrayendo de 
1 (área del cuadrado) el área 
doble del trapecio curvilíneo 
determinado por la gráfica de 
la función y = x a en el segmento 10, 1J. De este modo, por la 
fórmula (2.28). 



o 


¿“di- 1 



1 


2 g-1 

a-i-1 a+1 • 


2". Por tres puntos de coordenadas ( —h, y t ), (0, i/,), (/i. j/ 2 ) 
pasa nnn sola parábola y — Ax 2 -j - Bx + D (o una recta si los 
puntos se encuentran en una linca recta). En efecto, el sistema de 
ecuaciones respecto a A, B, D *) 


Ah 2 — Bh-\- D= y a , 
Z>’ 

Ah 2 + Bh + D-- 


D=y 0 , -i 
D = y t ) 


tiene una solución única. A saber: 


a !/o —2^.1-y* Ü 2 —yo n 

Empleando las ordenadas y 0 , y, e y 3 expresemos el área P del tra¬ 
pecio curvilíneo, determinado por dicha parábola, las ordenadas do 
los puntos {—h, 0) y (h, 0) y el segmento del eje Ox entre estos pun- 


*1 Estas ecuaciones son condiciones de que los puntos (— h, y„), (0, y,) 
y Ih, y 2 * pertenecen a la parábola y = A* 1 + Bx + U. 
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tos (fig. 2.8). Va que, según la fórmula (2.28), 

P = j (As 2 - Rx-\■ D)dx =[■££-A--?£- +Dx^ k = Ü£- + 2nh. 
teniendo en cuenta las expresiones de A v D, hallamos 
-g- (¡ó> + / *!ti -f i/s'- 

3\ Múllese el área P del trébol que l.ieno r = «eos 3 0 (fig. 2.9). 
Del dibujo so ve quo toda la superficie del trébol es iguul al úrea de 



Fig. 2.8 Fl*. 29. 


la parte rayada multiplicada por seis que corresponde a la variación 
de 0 desde 0 basta ji/'ü. Por eso. según la fórmula (2.9), 

/'•-= fi-y- $ c«s*ae«<e--22L. 

a 

§ 3. Volúmenes de los cuerpos y úreas de las superficies 

1. Conceptos do cnbicabilidad y de volumen. Sea U un cuerpo 
finito *). Consideremos todos los poliedros posibles inscritos en dicho 
cuerpo y todos los poliedros posibles circunscritos alrededor de él. 
El cálculo del volumen del poliedro se reduce a calcular los volúme¬ 
nes de los tetraedros (pirámides triangularos). Por eso, consideremos 
que el concepto de volumen del poliedro es conocido. 

Sea {Vi} el conjunto numérico de los volúmenes de los poliedros 
inscritos en el cuerpo E y ( V d ) el conjunto numérico de los volúmenes 
de los poliedros circunscritos alrededor de E. El conjunto {V,} está 
acolado superiormente (por el volumen de cualquier poliedro circuns¬ 
crito), y el conjunto {P<¡}, acotado inferiormcnle (por ejemplo. 

*) Se denominaré cuerpo a la parte del espacio, limitada por uua superficie 
cerrada no intersecante. 
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mediante el número cero). Mediante V denotemos la cota superior 
exacta del conjunto {!',). y mediante V, la cota inferior exacta del 
conjunto {l'd}. Los números V y V se denominan respectivamente 
volumen Inferior y volumen superior del cuerpo E. 

Señalemos que el volumen inferior V dol cuerpo £ no es mayor 

que ei volumen superior V de este cuerpo, o sea, l'sj V. Para cercio¬ 
rarse de que esto es válido, hasta hacer unos razonamientos análogos 
a los hechos para la demostración de la desigualdad P^P (véase 
el p. 1 del § 2). 

Introduzcamos ahora el concepto do cubicabilidad dol cuerpo. 

Definición. El cuerpo E se denomina cubicable si el volumen supe¬ 
rior V de este cuerpo coincide con el volumen inferior V. Además, el 
número V = V = V se llama volumen del cuerpo E. 

Es válido el siguiente teorema. 

Teorema 2.4. Para que el cuerpo E sea cubicable, es necesario 
y suficiente que para cualquier número positivo e se pueda indicar tal 
poliedro circunscrito alrededor del 
cuerpo E y tal poliedro inscrito en 
el cuerpo E que la diferencia 
t „ — V, de sus volúmenes sea 
menoy que e. La demostración de 
este teorema es completamente 
análoga a la del teorema 2.2 
(véase el p. 1 del § 2). 

2. Cubicabilidad de algunas 
clases de cuerpos. So denominará 
cilindro al cuerpo limitado por la 
suporificie cilindrica con las generatrices paralelas a un eje y por 
dos planos perpendiculares a esto eje Intersecándose con la super¬ 
ficie cilindrica, estos planos forman figuras planas llamadas bases 
dol cilindro, y la distancia h entre las bases del cilindro se deno¬ 
mina altura del cilindro (fig. 2.10). 

Demostremos la siguiente afirmación. Si la base del cilindro E es 
una figura cuadrable Q. el cilindro es un cuerpo cubicable con tal de 
que el volumen V del cilindro E sea igual a Ph. donde P es el área de 
la base Q. y h, altura del cilindro. 

Puesto que la figura Q es cuadrable, para cualquier número 
positivo e pueden indicarse tales polígonos circunscrito e inscrito 
en esta figura que la diferencia S — S, desús áreassea menor que e/A. 
Los volúmenes T',j y V, de las prismas de altura h, cuyas bases son 
los polígonos anteriormente indicados, son iguales a S ,¡A y S¡h , 

respectivamente. Por tanto, — V f = (Sj — S,) h <|-A = e. 
Dado que estas prismas son. respectivamente, los poliedros circuns- 
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crito e inscrito en el cuerpo considerado conforme al teorema 2 4, 
el cuerpo E es cubicable. Puesto que 1', sg Ph sí V d , el volumen 
del cilindro es igual a Ph. 

Do la afirmación demostrada se desprende la cubicabilidad de los 
cuerpos escalonados (se llama cuerpo escalonado a la unión de un 
número finito de cilindros dispuestos de tal modo que la baso superior 
de todo cilindro anterior se halle en el mismo plano que la base 
inferior del cilindro posterior, véase la fig. 2.11). 

obse«vacjon Es válida la siguiente afirmación evidente. Si para 
cualquier número positivo k se puede indicar un cuerpo escalonado 




circunscrito alrededor del cuerpo E y un cuerpo escalonado inscrito 
en E, tales que la diferencia V,, — V, de sus volúmenes sea menor que e, 
el cuerpo E es cubicable. 

Empleemos esta afirmación para demostrar la cubicabilldad del 
cuerpo de revolución (fig. 2.12). A saber, demostremos la siguiente 
afirmación. 

Sea la función y = / (x) continua en el segmento (a, ó]. Entonces , 
el cuerpo E formado por revolución, alrededor del efe Ox. del trapecio 
curvilíneo limitado por la gráfica de la función f (x). las ordenadas 
de los puntos ay b y por el segmento del ejeOx de a hasta b, es cubicable 
y su volumen V puede hallarse por la fórmula 

6 

V=n $ f*(x)dx. (2.31) 

demostración. Sea T la partición del segmento [a, fc] por los 
puntos a = x„ < x¡ < . . . < x„ = b, y sean m, y M¡ las colas 
exactas de / (x) en el segmento x¡]. En cada uno de estos seg¬ 
mentos construyamos dos rectángulos de alturas m¡ y M¡ (la fig. 2.12 
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presenta estos rectángulos sólo en un segmento i¡D- Obtenemos 
dos figuras escalonadas, una de las cuales se comprende en el trapecio 
curvilíneo, y la otra lo comprende- Al girar el trapecio curvilíneo 
y estas figuras escalonadas, obtenemos el cuerpo E y das cuerpos 
escalonados, uno de los cuales 
se comprende en £ y otro com¬ 
prende E. Los volúmenes V¡ 

V V,¡ de estos cuerpos escalona¬ 
dos son respectivamente igua¬ 
les a 

n 2 mjAarj y n £ 

i=i i-i 

Obviamente, estas expresiones 
.son las sumas superior e inferior 

de la función n /* ( x ). Dado que Fig 2 .|3 

osta función es integrable, para 

una partición T del segmento la. 61, la diferencia do dichas sumas será 
menor que el número positivo dado e. Por consiguiente, el cuerpo E 

b 

es cubica ble. Puesto que el limite de dichas sumas es igual a n^/ a (x) dx, 

O 

el volumen V del cuerpo E puede bailarse por la fórmula (2.31). 

3. Ejemplos para calcular los volúmenes. 

1'. Volumen del cuerpo obtenido por rovolución do la aslroide 
¿as yV» = a s/> alrededor del eje Ox (fig. 2.13). Como y = (a 8/J — 
— a: 2 -' 3 ) 8 '' 2 , se tiene 

V - n J («*■*- **«)» dx=-^ na* 

-a 

2°. Volumen del cuerpo obtenido por revolución de la sinusoide 
alrededor del eje Ox en el segmento |0, nj. Tenemos 

l’ = n í sen 8 x dx = n j 1 ~ = -y-. 

tí o 

4. Área de la superficie de revolución. Consideremos la superfi¬ 

cie 11 formada por revolución de la gráfica de la función y — / (r) 
dada en el segmento la, 61 alrededor del eje Ox (fig. 2.14). Defina¬ 
mos el concepto de euadrabiltdad de la superficie de revolución II. 
Sea T la partición del segmento [n, 61 por los puntos a = x 0 < 
< z, < . . . < x n = 6, y sean A ?f Á,. A„ los puntos corres¬ 

pondientes de la gráfica de la función / (x). Construyamos la quebró- 
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da A..A, . . . A n . Al girar esta quebrada alrededor del eje, obtene¬ 
mos la superficie fl (> 1 ,) compuesta por las superficies laterales do los 
conos truncados. Mediante P {x,) denotemos el área do la superficie 
II (rl/). Si y¡ son ordenadas de / (x) en los puntos x, y l¡ es longitud 
del tramo Ai.,A¡ de la quebrada A„A , . . A n . entonces, 

/*(*,) = 2*2 ‘ ,i - 2 +yi /, = w ¿ (y,., +ir,)l,. (2-32) 

¡—t .-i 

Enunciemos las siguientes definiciones. 

I 1 . El número P se denomina limite de las úreas P (x¡), si para 
cualquier número posillro dado e se puede indicar un número positivo 6 

tal que, para cualquier partición T 
del segmento la, ¿1 {en el cual la 
máxima longitud A de los segmen¬ 
tos parciales es menor que 6) se 
cumple la desigualdad | P (x,) — 

- P I < 

2". La superficie de revolución 
11 se denomina cuadrablc, si 
existe el límite P de las áreas 
P (x¡). Además, el número P se 
denomina área de la superficie TI. 

Demostremos la siguiente afir¬ 
mación. 

Si en el segmento la, ó) la 
función / ( x) tiene derivada con¬ 
tinua f (.c). entonces la superítele 
O formada por la revolución de la 
gráfica de esta función alrededor del eie Ox, es cuadrablc y su área 
puede calcularse por la fórmula 

b 

P- 2n J /(*)V'l + /'*(*)dx (2.33) 

n 

DEMOSTRACION. La longi tud I, del tramo A,.¡A, de la quebrada 
AoA, ... A n os igual a V(x, — x,.¡) z + {y, — y,. t ) 2 . Según la fór¬ 
mula de Lagvange, tenemos y, —y,., = f ( x ,) — / (x,.,) = f (£) ( x¡ — 
— £/_,). Poniendo x, — x t _ t = Ax¡, obtenemos /, •= V 1 + f 2 (h) X 
xAx¡. Por tanto, según (2.32), 

/' (z<) = 2n £ / (5,) V 1+/'*(!,) Ax, + 

l«»l 

+"{¿ (p»i-/(5 i ))+(y«-/<S,))] V l+/' 2 (tr)A*,}. (2.34) 


'‘i 




§ 3. Volúmenes de los cuerpos y Areas de las superficies 


Kn el miembro derecho de la relación (2-34). la p rimera suma es la 
suma integral (le la función 2n¡ (x)V' 1 + (x) que, en virtud de 

1 ¿i h condiciones He la «filmación que demostramos, es integrable 

b _ 

V I¡one el límite P -= 2 a^f {x)V i + J*Jx) dx. Demostremos que 

a _ . 

lu expresión entre llaves en el miembro derecho ilo la relación (2.34) 
tiene límite igual a cero. En efecto, sea e un número positivo cual¬ 
quiera. Ya que la función / (r) es uniformemente continua en el seg¬ 
mento |a, ftj, para e > 0 dado se puede indicar un 6 > 0 tal que 
pava A < 6 (A = máx Ai,) se cumplen las desigualdades | y,., — 
— f (6,) I < e y I Vi — f (Si) I < í. Si M es el valor máximo de la 
función V 1 -i- /'" (te) en el segmento la, 6). para la expresión entre 
llaves en el miembro derecho de la relación (2.34), obtenemos la 
estimación 

|{S IÍÜi-.-/(5i»-(Vr 


Kn virtud de la arbitrariedad de t > 0, el límite de dicha expresión 
es igual a cero. Así pues, liemos demostrado la existencia del límite P 
de las áreas P (.r,) y hemos establecido que este límite puedo calcular¬ 
se por la fórmula (2.33). La afirmación queda demostrada. 

onsEnVAClON I. La cuadra bilidad de la superficie de revolución se puede 
demostrar también en condiciones menos rigurosas Es suficiente exigir que la 
función /' (x) sea definida o integrable en el segme nto |q. b|. D e esta suposición 
se desprende la integrabil«lad de la inncióii / (r'( i + i'^Txi (véase ol comple- 
mcnlo 1, cap. I, lomo 2) Los razonamientos ulteriores en nuda se rfiforeucinn de 
los razonamientos que liemos hecho para demostrar la afirmación de este punto, 
■ OBSERVACION |. ,s, 1a superficie II soobtieno girando alrededor del oje Ox, la 
curva I. detenuinadu por las eciiaeiones paramétricas (0. ti ~ M' Id, «•£ 

es p al realizar el cambio de variables bajo el signo de la integral definida 
en la iórmula (2.33i. obtenemos la siguiente expresión para el úrea P de esta 
superficie 



n 

<2 Me ^ \x, = 2M (b—a)e. 

i-i 




(2-85) 


Consideremos los ejemplos do cálculo de áreas de las superficies de revolución. 
l 5 Hallemos el «iva P de la superficie de la elipsoide de revolución ST+ 


—_ = ( que giin alrededor del eje Ox. Consideremos primeramente el caso 
cuando O>6 (revolución alrededor del eje grande de la elipse). Dado que on 
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este caso / = \f7? — x 2 , tomando e='y/ -—-^ 3 ——. hallamos 

P-2n J /(a) V'r+7 fi l*»<to-2n V \ V'«»—í*x**t-= 

-a -o 


2 nt> (*+ -j- aresen «J . 


Si a <6, poniendo e = V realizando los cálculos correspondien¬ 

tes, obtenemos 


'-«KS4*-i±5-)- 


2°. Hallemos el área /■ do la superficie formada por revolución, alrededor 
de eje O-r, de la cicloide determinada por las ecuaciones parnmétricas i = 
™ 0 ( 1 - sen ij. u — a (1 — eos II. f><- i 2n. Por la fórmula (2.35), tenemos 


P- 2n 


$ ifU) p / <p' í |/)-Mf' ! (/)<íl-=2 J''2na* J (1 —eos l)V» di = — no», 
a O 


$ 'í. Algunas aplicaciones físicas de la integral 
definida 

1. Masa y centro de gravedad de una varilla heterogénea. Exami¬ 
nemos una varilla heterogénea que se encuentra en el segmento |«, b\ 
del eje Ox. Sea p (x) la densidad lineal de la varilla *). Denotemos 
con T la partición del segmento la. ¿>l por los puntos a = x„ < .r, < 
<...<*„= 6. En todo segmento parcial IjT|_|, x ( l escojamos un 

n 

punto g, y compongamos la suma p (j,) Sx¡. Dado que todo 

sumando de esta suma es valor aproximado de la masa de la parto 
de la varilla en el segmento lx/_,, x¡], dicha suma se toma lógica¬ 
mente por valor aproximado de la masa de toda la varilla. Conforme 
a los razonamientos anteriores, definamos la masa \1 de toda la varilla 

n 

como el limite de las sumas P (!¡) Ai, cuando A = máx A.r, 


*) Si es la masa de la parte de lo varilla que so encuentra dentro del 
segmonto |x, x ■+■ Ax), Ja relación A/n ii se denomina den*tdad lineal media 
de la varilla en e>te segmento. Se llama densidad lineal p (x) el límite p (x) — 


lím 


Am 


-o óT- 
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(■ 

tiende a cero, es decti, como la integral í p (a:) dx. De este modo. 


M = 


^ P (*) fc- 


(2.36) 


Para determinar el centro de gravedad do la varilla heterogénea, 
empleemos la fórmula de la coordenada del centro de gravedad del 
sistema {m-i (a:,)} de puntos materiales que tienen las masas m, y se 
encuentran en los puntos x, del eje Ox. A saber, la coordenada x c del 
centro de gravedad del sistema [m¡] puede hallarse por la fórmula 


«i+<ns+...+'"a I 


(2.37) 


Consideremos la partición T del segmento [o, ó) por los puntos a = 
aj,<r,<...<í,=6y calculemos la masa m, de la parte 
de la varilla que se encuentra dentro del segmento Ií:,.,, a:,l. Por la 

*i 

fórmula (2.36), tenemos m, = ^ p (i) dx. Aplicando la fórmu¬ 
la (1.13) del valor medio, obtenemos también que m¡ = p (%¡) Aj 
T omando que la masa ni, está concentrada en el punto £, del seg¬ 
mento xil, podemas considerar la varilla heterogénea como un 

sistema do puntos materiales de masas ni, que se hallan en los pun¬ 
tos £, del segmento la, 61- Ya que 


n n v ; b 

S «I, 2 5 pix)dx= J t<{x)dx=.\f, 

*“» *-**»- 1 ° 

por la fórmula (2.37), hallamos el valor aproximado de la coordena¬ 
da x c del centro de gravedad de la varilla heteroge’nea 


II 


2 



(2.38) 


La expresión del numerador del miembro derecho de la relación (2.38) 
es la suma integral de la función xp (a:) en el segmento la. 6). En co¬ 
rrespondencia con los razonamientos que hemos hecho, determinemos 
la coordenada x c del centro de gravedad de la varilla heterogénea 



78 


Co|>. 2. Aplicación*;* ilc I■■ muquí , i f. n i (1. i 


por l.i fórmula 

e 

( xp ix) di 

^-^77 - ( 2 . 39 ) 

) p !xl di 


2. Traba]» ilc» una fuerza variable. Supongamos que el pimío 
material se mueve desde el punto a en el eje Oí hasta el punto 6 
en este mismo eje bajo la acción de la fuerza F paralela al eje Ox 
Consideraremos que esta fuerza es función de x y está definida sobre 
el segmento lo. 61. Sea T la partición del segmento la, 61 por los 
puntos a = x„ c x, x„ =6. Eu cada segmento parcial 

lx,_,. r,l escojamos un punto i, y tomemos como valor aproximado 
del trabajo A de l.i fuerza variable F (x) en el segmento [a, 61 la ex¬ 
presión V /•' (J,) _\x,. Eii correspondencia con estos razonamien¬ 


tos preliminares, definamos el trabajo A de la fuerza variable F (x) 
en el segmentn la, 6) como la integral ^ F (x) lír. De este modo, 


A i- 


$ F(x)Ux 


(2 10 ) 


Complemento 

Ejemplo de una figura no ruadrable 

I. Denominemos triángulo semtabiTlu ul conjunto de 
guio, de cuya frontera *) se eliminan lev 



Í untos de un truin- 
ados y dos vertiros 



adyacentes a estos lados. Consideremos la construcción lie ia curva L que será 
parte de la frontera de una figura no cuadralilc Q. Realicemos esta construcción 


*) J.n frontera del triángulo es el conjunto de puntos de sus lados y vértices. 
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eliminando sucesivamente ciertos triángulos soraiabiortos de un triángulo 
rectángulo isósceles T dado que denotamos T |U, l|, para que los razonamientos 
sucesivos sean más cómodos, tais coordenadas de tos vértices de este triángulo 



son (ti, 0), (1, 1), (2, 0) (fig. 2.15) Describamos ahora el proceso de eliminación 
sucesiva do los triángulos seimahiortos definidos del triángulo T (0. 1]; 

1 Se elimina el triángulo souuablorto. un vórtice del cual tiono las coorde¬ 
nadas (1. 1) y otros dos se encuentran en el eje Oí. El área S, del triángulo elimi¬ 
nado es igual o 1/4. La tigura obteni¬ 
da so representa en la lig. 2 lll be y 
compone de dos triángulos T |U, t 2) 
y T 11 2. 1) cuyas áreas son iguales 

2. En el triángula T (0. I 2| y el 
7" (l.'Sí. 11 se elimina un triángulo, o 
sea en total dos cuyo suma S, de 
áreas es igual a 1/8. La figura obtenida 
se representa en la flg 2.17 y se 
compone de los cuatro triángulos 
TIO, 1/4), r (1/4, 1/21, T |1 2. 3 4|. 

T (3/4, l| cuyas ároos son iguales. — • F ¡„ |9 

3. De cada uno de dichos Iriángu-^» j»v»— 
los su elimina uno, o sea cuatro trian-3MtpL- < 

gulos en total cuya suma .V, de áreas es igual a l.'fti. La figura obtenida se 
representa en la fig. 2.18 be compone de los ocho triángulos: 



r[0, 1/8], T [1/8, 1/4), ri«/4, 3 8). r|3 8, 1 2|, 
r|l/2, 5/8), T |5/8, 3/41, T |3.4. 7«), 717 8. 11. 


cuyas áreas son iguales. 

4 De cuda uno de dichos triángulos se elimina uno o sea ocho en total 
cuya suma de áreas es Igual a 1 32. 1-n figura obtenida so representa en la fig. 2.10. 
Pe compone de dieciséis triángulos de áreas iguales. Coila uno de estos triángulos 
so denota con el símbolo 

'[£■ I P-]- 

La eliminación sucesiva de los triángulos es evidente. Pasemos ahora a la 

definición de la curva L. Los triángulos T ^-jír . J •/’ V " son CU *I*3- 

quiero números enteros no riega tívos'que satisfacen la condición p< 2") obte¬ 
nidos en el proceso anteriormente descrito poseen lo propiedad siguiente sean 

r [^r- Jb r¡ L ] y 7 ’[-£r- J ^r~l dos tr, " Illí,,ln5 tok9 que 
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2 "* 2 3 2" 3 2 1 

se comprende dentro del primero. Notemos también la siguiente propiedad 
evidente délos triángulos T J^-ipr . j : cuando rt oo sus diámetros *) 

tienden a cero. Sea ^ T ~^ ' j } , k 1, 2, un sistema con¬ 

centrado de triángulos (esto significa que el triángulo Correspondiente ol índice 
k comprende el triángulo correspondiente al indice A-f 1 y para k -*• co los 
diámetros jle los triángulos tienden a cero». Todo sistema concentrado de trián¬ 
gulos tiene eractanienle un punto común *'!. Consideremos todos los sistemas 

o i/a i/» sis vi s/s ii* m i t 


Flg. 2.20 

concentrados posibles de los triángulos anteriormente indicados. Definamos lj 
curva L come el con]unto (¡l/¡ de todos los puntos posibles, cada uno de los 
cuales es punto común del sistema concentrado de los triángulos anteriormente 

mencionados 1 ^ 1 • 

Sefiolemos que al conjunto (¡V) (a la curva L) le pertenecen los vértices 
de todos los triángulos 7'^uplr , —r jg* j . Para cerciorarse de esto, observemos 
que el vértice de cada uno de estos triángulos pertenece al sistema concentrado 
do triángulos |r - 2 ^+L'|j y al sistema [r |. 

Para convencerse de que el conjunto construido {Af¡ os una curva simple eu 
el sentido de la definición dado en el o. 1 del 3 1 del presento capítulo, 
debemos demostrar que todos los puntos del conjunto M se determinan por 
las ecuaciones paramétricas i—qiio, y — iKO, donde ip(<) y i| (/) 

son funciones continuas •**). 

Consideremos el segmento |0. 1| del eje l Paro lodo segmento 

siendo p y n cualesquiera números enteros no negativos 

p C 2 “, lo pongamos en correspondencia el triángulo 1 J \ 

La fig. 2.20 presenta los segmentos correspondientes a los triángulos 

*) Se llama diámetro del triángulo a la longitud do su lado máximo. 

*•) En el cap. 3 (véase ol p. 2. 3 3. tomo 1/ hemos demostrado que el sistema 
concentrado de sogmontos tiene exactamente un punto común. Proyectando el 
sistema concentrado de triángulo sobre los ejes Oz y Oy. obtenemos los sistemas 
concentrados de sogmentos en los ejes do coordenadas. Sean, respectivamente 
x e y loa puntos comunes de dichos sistemas concentrados do segmentos en los 
ejes Ox y Oy. El lector puede cerciorarse fácilmente de que el punto .17 de coorde¬ 
nadas x e y es el único punto común de dicho sistema concentrado de triángulos 
•**) El hecho de que a diferentes t les corresponden puntos diferentes del 
conjunto ,17 se evidencia por la construcción de la curva L. 

***•) Notemos que a cada uno de estos triángulos le corresponde un Sido 

segmento [^,7. F jj - j. 
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T|[-|f . Todo punto i dej segmento (0, 1) pertenece a todos los 

segmentos de un sistema concentrado —j } de segmentos *). 

Pongamos en correspondencia con este punto í al punto común M del sistema 
concentrado de triángulos j T . De este modo, a todo va¬ 

lor t del segmento |0, 1) se le ponen en correspondencia las coordenadas x 
e y del punto M. Por consiguiente, x c y son funciones del parámetro I. 
Cerciorémonos de que las funciones x = o(í) e i/=oj> (!) son continuas en el 
segmento ¡0, 11. En efecto, sean t un numero cualquiera positivo dado, í, un 
punto dado del segmento ( 0 , i 1 y M un punto de la curva L determinado 
por este valor del parámetro l. Del sistema concentrado de triángulos 

{ T L1} <,Ue <,etcr,n ' nan el P unt0 M elejlmos un triángulo con 

[ Ph Pk + 1 "1 

J que 

comprende el punto t que determina Ai (y, por consiguiente, x e y). Todos 
los puntos de la curva L determina¬ 
dos por los valores t de este segmento 
se encuentran en el triángulo anterior¬ 
mente mencionado y, por tanto, sus 
coordenadas se diferencian de las del 
punto M en no más de e. Pero, esto 
significa que las funciones tp (/! y 
q> (I) son continuas en dicho punto. 

2. Pasemos a la construcción de la 
figura no cuadra blo Q. Consideremos el 
cuadrado Q cuyo lado es igual a 2 . 

Sobre cadaTado de este cuadrado cons¬ 
truyamos triángulos rectángulos isós¬ 
celes T„ T„ T 3 , T, Como resultado, 
obtenemos ol cuadrado Q de lado 
2 v'Üftig. 2.21). Luego, de cada uno 
de estos triángulos eliminemos los 
triángulos semiahiertos del modo 
descrito anteriormente (en el p. 1 ). 

Como resultado, obtenemos la figura Q limitada por la curva cerrada compuesta 
por cuatro curvas congruente»**! a la curva L (véase el p. 1). Demostremos quu 
la figura obtonida Q no es cuadrable. Consideremos dos sucesiones especiales do 
polígonos l{g„) y «>„}, la primera de los cualos so compono de los polígonos 
inscritos en la figura Q y la segunda, de los polígonos circunscritos alrededor 
de 0 La sucesión (<?„ ¡ se obtiene si se unen el cuadrado Q y los Iriángulos soml- 



*) Sean t un punto cualquiera del segmento 10, 11 y n un núinoro entero 
positivo cualquiera. Entonces, el punto t pertenece obviamente al segmento 

con de q"e todo segmento de este tipo y correspondiente 

al número n + i se comprenda en el segmento correspondiente al número n. 

**! Los conjuntos A y li se denominan congruentes si son acordados por e! 
movimiento. 

0—6A2 









Capítulo 3 

MÉTODOS APROXIMADOS DE CALCULO DE RAICES DE 
LAS ECUACIONES Y LAS INTEGRALES DEFINIDAS 


En el presente capítulo se consideran métodos aproximados de 
determinación de raíces de las ecuaciones y trascendentes y de cálcu¬ 
lo de integrales definidas. 

§ i. Métodos aproximados de cálculo de raíces 
de las ecuaciones 

En este párrafo estudiaremos el cálculo aproximado de uua de las 
raíces de la ecuación / (x ) — 0. donde y = / (j) es función continua 
o diferenciable. Admitiremos que la raíz c de esta ecuación es aislada 
en un segmento la. ó], o sea. que esta raiz os punto interior del seg¬ 
mento la. bl que no contiene otras raíces de la ecuación considerada. 
En la práctica, mediante una estimación aproximada suelen deter¬ 
minarse las dimensiones de dicho segmento la, ó] *). 

f. Método de la «horquilla». Comencemos por el método fre¬ 
cuentemente utilizado para el cálculo aproximado de las raíces en 
ordenadores modernos de acción rápida. 

Sea la raíz c de la función ) (x) — 0 aislada en un soginenlo la. bl. 
Respecto n la función / (rr). supongamos que es continua en el seg¬ 
mento |n, bl y en los extremos de este segmento tiene valores do 
signos diferentes. A continuación, para que sea más breve, denomi¬ 
naremos « horquilla » todo segmento en cuyos extremos j (¿r) tiene 
valores do signos diferentes. 

Pasemos a describir el método de cálculo de la raiz de la ecua¬ 
ción / (*) = 0 . llamado método de la "horquilla". 

Para que sea más preciso, tomemos / (a) < 0, / (b) > 0. Divida¬ 
mos el segmento la. b| en dos partes iguales. En este caso pueden 
tenerse dos casos: 1) el valor de la función en el centro del segmen¬ 
to lo. bi es igual a cero (en este caso, la raíz buscada queda determi¬ 
nada). 2) dicho valor no es igual a cero. En este caso, una de las 
mitades del segmento la. bl es una horquilla. La denotaremos (a,, bj. 
Evidentemente, / (a,) < 0, 7(b,)>0. Tratemos con el segmento 
la,, b,] de modo igual que con el la. bl, o sen, dividamos el segmento 
[o,. en dos partes iguales. Siguiendo razonamientos análogos, 
tendremos dos posibilidades: 1) ora el proceso anteriormento descrito 
termina debido a que el valor de la función en el centro de uno de los 

*i Además, se puede utilizar la información complementaría sobro la 
posición de la raíz que se desprendo del contenido físico del problema. 
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segmentos será igual a cero (en esto caso, la raíz buscada queda deter¬ 
minada), 2) ora se puede continuar ilimitadamente el proceso descri¬ 
to y, como resultado, se obtiene el sistema concentrado de segmentos, 

horquillas lo,. 6,1, [a„ 6,1.[a n , 6„1.con tal de que para 

cualquier número n/(a„)<0, / (6„) >0. Dicho sistema concen¬ 
trado de segmentos tiene un punto común c al que converge cada 

una de las sucesiones {a„ } y {&„ } 
(víase el corolario dol teorema 
3.15, tomo 1). Demostremos que 
c es la raíz buscada, o sea, 
/ (c) = 0. Puesto que la función 
/ (i) es continua en el punto e, 
cada una de las sucesiones 
{/ (a n )} y {/ (K)} converge a 
/ (c). Pero, entonces, de las con¬ 
diciones / ( a n ) < 0, / (ó„) >0 
y en virtud del teorema 3.13 del 
tomo 1 y de la observación de 
F| K- 3,1 este teorema, obtenemos que a la 

vez son válidas las desigualdades/ (c) ^ 0 y / (e)> 0, osea,/ (c)=0. 

Los razonamientos que hemos hecho dan el algoritmo que per¬ 
mite hallar la raíz buscada c. Por el valor aproximado de esta raíz 
se puede tomar el punto ~t *" ■ es decir, el punto medio dol 
segmento (a„, 6„|. Ya que la longitud del segmento la„, 6J es igual 
a ol número a " * tn se diferencia del valor exacto do la 

raiz en no más de De este modo, mediante la división sucesi¬ 

va por la mitad do los segmentos horquillas el proceso descrito per¬ 
mite calcular la raíz buscada c con cualquier grado de exactitud 
fijado de antemano. Dado que el proceso descrito conduce a la repe¬ 
tición múltiple de las operaciones de cálculo de un mismo Upo. es 
especialmente cómodo para realizar los cálculos con máquinas ma¬ 
temáticas de acción rápida. 

2. Método de las tangentes*). El método de las tangentes es uno 
de los métodos aproximados más eficaces de cálculo de raíces de la 
ecuación / (x) = 0. . 

Sea la raíz buscada c de la ecuación / (x) = 0 aislada en el seg¬ 
mento [o. 61. Pasemos a describir el método de las tangentes sin 
aclarar, por ahora, on qué condiciones es posible aplicar esto mé¬ 
todo. ,. 

Consideremos la gráfica de la función / (x) en el segmento la, ol 
(fig. 3.1). Como aproximación nula de la raíz buscada tomemos cierto 
valor x 0 del segmento la. 61 y mediante IS„ denotemos el punto de 


*) Este método se denomina también método de Neuton. 
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la gráfica de la función con la abscisa x 0 . Tracemos por el punto B 0 
la tangente a la gráfica de la función y como primera aproximación 
de la raíz buscada tomemos la abscisa x¡ del punto de intersección 
de esta tangente con el eje Ox *). Después tracemos la tangente a 
la gráfica de la función por el punto B x de abscisa x t y como segunda 
aproximación tomemos la abscisa x¡ del punto de intersección de 
esta tangente con el eje Ox. Siguiendo ilimitadamente este proceso, 
construimos la sucesión x„, x,. . . ., x„, ... de valores aproximados 
de la raíz buscada. 

Para fines prácticos es conveniente obtener una fórmula recu¬ 
rrente que exprese x n+1 mediante x n . Para hacerlo, tomemos la ecua¬ 
ción Y — f (*„) = /' (x„) (x — x„) 
de la tangente a la gráfica de 
la función on el punto ü n y cal¬ 
culemos la abscisa x„+i del pun¬ 
to de intersección de esta tan¬ 
gente con el eje Ox. Con esto 
obtenemos 

< 31 > 

La fórmula (3.1) define el algo¬ 
ritmo del método do tangentes. 

De esto modo, el método de las Flg. 3-2 

tangentes es el método de apro¬ 
ximaciones sucesivas (y también le llaman método de las iteracio¬ 
nes) que se construyen con ayuda de la fórmula recurrente (3.1). 
Nuestra tarea posterior es la argumentación del método de las 
tangentes. 

En el p. 5 vamos a aclarar los condiciones on las que la sucesión 
de valores x n determinados por la fórmula (3.1) converge a la raíz 
buscada c y vamos n dar unu estimación del error, es decir, de la des¬ 
viación del valor aproximado x„ respecto del valor exacto de la 
raíz c 

3. Método de las cuerdas. Entre los métodos ampliamente extendi¬ 
dos para la solución de la ecuación / (x) = 0 tenemos el método de 
las cuerdas. 

Pasemos a describirlo sin aclarar, por ahora, en qué condicio¬ 
nes es aplicable. 

Supongamos que la raíz, buscada c de la ecuación / (x) = 0 está 
aislada en el segmento [a, b] y pasemos a considerar la gráfica de la 
función / (x) en esto segmento (fig. 3.2). Por la aproximación nula 

*) Dado que la tangente en el punto B¡ es la gráfica <le la diferencial de 
la función y = f (j) en el punto r, dicho procedimiento do determinación de la 
primera aproximación r, se basa en la sustitución de la función por su diferencial 
en el punto t 0 . 
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de la raí?, buscada lomemos el número x 0 del segmento (a. ¿>l y me¬ 
diante A 0 y tí denotemos los puntos de la gráfica de la función con 
abscisas i„ y b. Por los puntos A„ y tí de la gráfica de la función 
tracemos la" cuerda y tomemos como primera aproximación 
de la raíz buscada la abscisa x, del punto de intersección de esla 
cuerda con el ojo Oí (véase la fig. 3.2). Luego, tracemos la cuerda por 
los puntos de la gráfica A v do abscisa x, y tí. Como segunda aproxi¬ 
mación lomemos la abscisa x 2 del punto de intersección de la cuerda 
A, tí con el eje Ox. Siguiendo ilimitadamente este proceso, construi¬ 
mos la sucesión x 0 , x,. x a .x„, ... de valores aproximados de 

la raíz buscada. 

Para fines prácticos, os conveniente obtener la fórmula recu¬ 
rrente que exprese x n+1 mediante x„. Para hacerlo, tomemos la 

ecuación ~ V—’x" ínor ^* 9“® P asa P or * os Puntos 

A„ (x„, / (xj) y tí (ó, / (6))" y calculemos la abscisa x„+, del punto 
de intersección de esta cuorda con el eje Oí. Con esto, obtenemos 




|/i--x n ) t (X n ) 
/(»)-/«„) ' 


(3.2) 


La fórmula (3.2) define el algoritmo del método do los cuerdas. De 
este modo, el método de las cuerdas es uii método de iteraciones que 
so construyen con ayuda de la fórmula recurrente (3.2). Nuestra 
tarea posterior os la argumentación del método de las cuerdas. 

En el punto (i aclararemos las condiciones en que la sucesión do 
valores sucesivos x„ converge a la raíz buscada c y daremos la esti¬ 
mación del error del método de las cuerdas. 

4. Métodos de las iteraciones (aproximaciones sucesivas). De los 
puntos 2 y 3 se ve que los métodos de las tangentes y de las cuerdas 
están ligados por la idea general de construir aproximaciones suce¬ 
sivas para la raíz buscada, lista idea se basa en el método expuesto 
en el presente punto. 

Examinemos este método aplicándolo a la ecuación 

x = P (x). (3.3) 

Introduzcamos el concepto do sucesión iterativa 

La sucesión x„, x,. r„, .. se denominará Iterativa, si 

para cualquier n > 1 el elemento x n so expresa mediante el ele¬ 
mento x„_i por la fórmula recurrente x„ — F (z„.¡) y como x„ se 
toma cualquier número del campo de definición de la función F (x). 
Demostraremos que en determinadas condiciones la sucesión iterativa 
converge a la raíz de la ecuación (3.31 y. por tanto, se pueden tomar 
su« elementos por valores aproximados de esta raíz. 

Es válida la siguiente afirmación. 

Afirmación J. Sea la función F (?) continua en el segmento !<i, b] 
y que lodos los elementos de la sucesión iterativa r 0 . x¡, . . , x„. - 
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se encuentren en este segmento. Entonces, si esta sucesión converge a un 
número c, dicho número será la raíz de la ecuación (3 3). 

demostración Dado que la sucesión ¡x„} converge a c y todos los 
elementos de olla pertenecen al segmento (a. ó], el límite c también 
pertenece al segmento [a, 6i (véase el corolario 2, teorema 3.13, to¬ 
mo 1). Según la condición, la función F (x) es continua en el punto c 
y por eso la sucesión {F (x„ _,)} converge a F (c). De este modo, la 
igualdad x„ = F (x„_,). en el limite, para n -*■ oo, se transforma 
en la igualdad c = F (r). o sea, c es la raíz de la ecuación (3.3). La 
afirmación demostrada se empleará esencialmente para argumentar 
los métodos de las tangentes y de las cuerdas en los puntos 5 y 6. 

Demostremos otra afirmación frecuentemente usada para calcu¬ 
lar aproximadamente la raíz de la ecuación (3.3) con ayuda de la 
sucesión iterativa. 

Afirmación 2. Sea c la raíz de la ecuación (3.3) y que en un seg¬ 
mento simétrico respecto al punto c [c — e, c + el la derivada, de la 
¡unción F ( x ) satisfaga la condición | f (i) | < a <1. Entonces la 
sucesión iterativa que tiene como x 0 cualquier número del segmento 
le — e, c •+• el, converge a dicha raíz c. 

dkmostoación Antes que nada demostremos que todos los ele¬ 
mentos do la sucesión iterativa (x n ) pertenecen a dicho segmento 
Ir — c, r -+- e). En efecto. x 0 pertenece a este segmento por la con¬ 
dición. Por lo tanto, es suficiente, suponiendo que x„_, pertenece a 
este segmento, demostrar que x„ también pertenece a dicho segmen¬ 
to. Para hacerlo, apliquemos la fórmula de Lagrange a la diferencia 
F (•r.i -i) — F (c) y tomemos en consideración quo F (c) = c, x„ = 
— F (x„.¡). Obloneinos 

x n -c~F(x n .,) - F (r) = F' (£) (x„., - c), (3.4) 

donde § es el punto que se encuentra entre x„_, y c y, por tonto, per¬ 
teneciente al segmento Ir — e, r + el. Dado quo | F' (£) | ^ a < 1, 
de la igualdad |3.4) obtenemos 

I — r | < a 1 x„ — c |. (3.5) 

A su vez de (3.5). debido a que 0 <a <1, obtenemos 

1 -r„ — c | C | x n . 1 — c |. (3.6) 

I.a desigualdad (3.6) establece que todo elemento posterior x„ está 
más próximo a c que el elemento anterior x„ y, por tanto, ya que 
pertenece al segmento (c — e, e -f eI y este segmento es si¬ 
métrico respecto al punto c, entonces x„ también pertenece a dicho 
segmento. Queda por demostrar que la sucesión {x„ ) converge a r. 
Puesto que la desigualdad (3.5) es válida para todos los números n, 
entonces, empleándola, obtenemos 

I — c I < a" | x 0 — e |. 


(3.7) 
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De la última desigualdad es obvio que x n c puesto que a" -r- 0. 
La afirmación 2 queda demostrada. 

Hagamos unas observaciones prácticas respecto a la afirmación que acabamos 
de demostrar. Supongamos que por medio de una estimación preliminar liemos 
establecido quo la raíz buscada de la ecuación ¿3.3) es aislada en cierto segmento 
|a, ó] en el cual la derivada de la función F [x) satisface la condición | F' Ix) | < 
< o < i. 

Puesto que el segmento |a, 41, hablando en general, no es simétrico respecto 
o 1a raíz buscada, entonces, lógicamente, surge la pregunta: ¿de qué modo pode¬ 
mos elegir la aproximación nula x„ 
con tal de que so puedo aplicar la 
afirmación 2, anteriormente demostra¬ 
da? Observemos quo dondequiera que 
se encuentre dentro el segmento la, 41 
la raíz buscada c, al menos uno de los 
dos segmentos simétricos respecto a c, 
la. 2c—al ó |2c—4, 41 (fig. 3.3), per¬ 
tenece por completo al segmento [a, 4j. 
Por tanto, al menos uno de los puntos « 
y 4 pertenece al segmento simétrico respecto a !n raíz c. en todos los puntos 
del cual I f’ (z) K a < 1. Por lo tanto, según la afirmación 2 anteriormente 
demostrada, al monos uno de los puntos a y 4 se puedo elegir en calidad de 
Hay que lomar como x 0 aquel de los dos puntos a y 4 para el cual la aproxi¬ 
mación x, ■= F (r u l no abandona los limites del segmento |a, 4), 

Eu la práctica con más frecuencia se encuentra el caso cuando la 
derivada F' (.r) tiene un signo determinado on el segmento [a, b\. 


«c-í r 


Flg. 3.3 



Si osle signo es positivo, de la fórmula (3.4) se desprende que la su¬ 
cesión } es monótona. Este caso conduce al llamado diagrama 
escalonado representado en la fig. 3.4. Si la derivada F' (*) es nega¬ 
tiva en el segmento la, 6], de la misma fórmula (3.4) se ve que cuales¬ 
quiera dos elementos sucesivos x n y x n se hallan a lados diferentes 
de la raíz c. Este caso lleva al llamado diagrama en forma de espiral. 
representado eu la fig. 3.5. 
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0 DSEBVAC 30 N. Surge la pregunta sobre Ja estimación del error 
del método do las iteraciones, o sea, sobre la estimación de la des¬ 
viación de la «-ésima aproximación de x„ respecto del valor exacto 
de la raíz c. De la fórmula (3.7) se desprende directamente la 
siguiente estimación: 

I x„ — c 1 < a" (ó — a), 

donde a es la cota superior exacta de la función | F' (a:) | en el seg¬ 
mento lo, ó] en el cual es aislada la raiz considerada. Si la derivada 
F (a) es negativa en el segmento lo, 6 ], entonces, como se indica an¬ 
teriormente, ar„ M y x„ se hallan n lados diferentes de la raíz c, y, 
por tanto, es válida la siguiente estimación: 

i*„ — ‘ 1 < Un — i-i I- 

Si en el caso considerado por el valor aproximado de la raíz toma¬ 
mos la semisuma de dos aproximaciones sucesivas 

x^ x "±/ s- > - . 

obtenemos la siguiente estimación del error: 

l*S — r|< |T "- JnM ' ■ 

5. Argumentación del método de las tangentes. 

I o . En primer lugar, consideremos el caso cuando la raiz buscada 
e de la ecuación /(*)*» 0 es aislada en el segmento la, ó] sobre el 
cual la función / (x) tiene la primera derivada que no se umita y la 
segunda derivada acotada. Demostremos que en este caso existe un 
entorno bastante pequeño de la raíz c tal que si la aproximación 
nula x 0 se halla dentro de este entorno, la sucesión {x„ ¡, determina¬ 
da por la fórmula recurrente (3.1). converge a la raiz c. 

Ante todo, observemos que la ecuación 

x = F(x). donde F(x) = z —, (3.8) 

tiene en el segmento la. ¿>] una sola raíz c coincidonte con la raíz (le 
la ecuación / (x) = 0. Por eso, en vez de la ecuación / (x) = 0. resol¬ 
veremos la ecuación (3.8). Para esto, tomando un valor de x„. cons¬ 
truyamos la sucesión iterativa 

Xn+,= PM-*n— (3.9) 

Observemos que la fórmula recurrente (3.9) coincide completamente 
con la fórmula recurrente (3.1). 

Para demostrar la convergencia de la sucesión iterativa {x,,} 
a la raíz buscada c basta demostrar que en cierto e-enlorno de la 
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raíz c la derivada F' (x) satisface la condición | F (x) | < a < 1 y 
tomar x 0 en dicho c-entoino (véase la afirmación 2 del p. 4). En 
virtud de las oxigénelas planteadas ante la función / (.r) existen 
números positivos m y Y tales que en todos los puntos del segmento 
la, b\ se cumplen las desigualdades 

!f'(r)|>m>0*), \f" (x)I^A'. (3.10) 

Dado que 

i.i-i l/'Wl'-ZMCM Mdrw 

(> 1 ÍTlíil 1 -(»'(*)#• ’ 

de las desigualdades (3.10) se desprende la siguiente estimación: 

|f , (*)l<- > - / - < ^ i>r . (3.11) 

De la continuidad de la luncióu / (x) se desprende que en ud e-en- 
torno de la raíz r osta función satisface la desigualdad 

l/WI<Tr«. (3.12) 

donde a es el número fijado del intervalo 0 <a <1. Comparando 
las desigualdades (3.11> y (3.12). obtenemos que en todos los puntos 
de dicho e-enloruo de la raíz 

i r (*) l a < 1 . 

Por lo tanto, la convergencia de lo sucesión (3.0) a la raíz c queda 
demostrada 

Observación i Hemos demostrado la convergencia de la sucesión 
{z„) a lo raíz e solamente para la condición de que la aproximación 
nula x 0 se encuentre en un e-entorno bastante pequeño de la raíz c. 
La elección dol valor de x„ necesario so realiza fácilmente con orde¬ 
nador moderno de acción rápida haciendo varias pruebas. 

Observación 2 Estimemos la desviación del valor aproximado de 
la raíz * n +i respecto del valor exacto de c. Para este fin, desarrolle¬ 
mos la función / (r) en el entorno de x„ por la fórmula de Taylor 
con el término residual en forma de Lagrangc: 

f(x) = f (*„) + f (*„) (* - x K ) + ± f- (1) (*- *„)*. 

Poniendo en esta fórmula i = ry teniendo en cuenta que f (c) ■-= 0, 
tendremos 

0 =/(*„) + /' <*-} (C - r„) + ± r (6) (C- *„)*. 

Sustrayendo de la última fórmula la fórmula / ( x n ) -f- f (x„) x 
X - x n ) = O. que se desprende de la relación recurrente (3.9), 

*1 Estas desigualdades se deben a que la derivada /' (x) es continua y no 
se anula en el segmento considerado. 
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obtenemos 

c — 2 r (i»i 1 " 1 ‘ 

Do aquí, empleando las denotaciones (3.10) anteriormente adoptadas, 
llegamos a la siguiente desigualdad: 

—l*» — *!*• 

Aplicando sucesivamente esta estimación para n — 0, 1,2,..., 
obtenemos la siguiente estimación: 

Argumentemos el método de las tangentes con unas suposi¬ 
ciones un poco diferentes. 

Sea que la raíz buscada c do la ecuación / (xl - 0 es aislada en el 
segmento [a, 61, sobre el cual / ( x) tiene la primera derivada monóto¬ 
na ipie conserva un stgno determinante. Esta derivada es obligatoria¬ 
mente continua puesto que no puede tener puntos do discontinuidad 
de primera especie y la función monótona no tiene otros puntos de 
discontinuidad. 

Para precisar supongamos que la derivada no decrece ti es ¡oosittl/a 
eu el segmento la, 6). Demostremos que la sucesión iterativa (.r„) 
(que tiene x 0 = 6 y i n >, se determina mediante x„ empleando la 
fórmula recurrente (3.9)), converge a la raíz c. 

Si para un número n resulta *= c, siendo c la raíz buscada, 
entonces / (r„) = / (c) -= O y de la fórmula (3.9) obtenemos que 
x n +¡ = c. Siguiendo estos razonamientos demostramos quo también 
g„ + s =* x„ +3 — ... = c, o sen, en esto caso la sucesión iterativa 
(z„) converge a la raíz buscada c. 

Ahora demostremos por inducción que. si x„ satisface las relacio¬ 
nes <x„<6. x n+1 satisface las relaciones c s; x„ +1 r„ < 6. 

De aquí se desprenderá quo todos los x„ pertenecon al segmento 
Ir, él (puesto que ,r 0 = h perlenece a este segmento), así como el 
hecho de que la sucesión |r„) es no creciente y, por tanto, conver¬ 
gente En virtud de la afirmación 1 del p. 4, la convergencia de la 
sucesión (x„) > el hecho de que todos los elementos de olla pertene¬ 
cen al segmento [c, 6] (y. por lo tanto, al segmento lo. 61) culmina 
la demostración de la convergencia de esta sucesión a la raiz bus¬ 
cada c. 

Pues, queda por demostrar que si satisface las relaciones 
r < r„ Sj 6, entonces satisface las relaciones x„. 

Sea c < x„ 6. Entonces, de la formula (3.8), teniendo en 
cuenta que / (c) — 0, obtenemos 

I (*n) —/(c) 


x n • x n+ l — 
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la ecuación f (x) = 0. Por eso, en vez de la ecuación / (x) 0 resol¬ 

veremos la ecuación (3.14). Para esto, tomando x 0 = a, construyamos 
la sucesión iterativa 

Observemos que la fórmula recurrente (3.15) coincido exactamente 
con la fórmula recurrente (3.2). 

Demostremos que la sucesión {x„ ¡ converge a la raíz buscada c. 

Si para un número n se obtiene x„ — c, siendo c la raíz buscada, 
entonces / (x„) = / (c) = 0 y de la fórmula (3.15) obtenemos también 
x n +1 = c. Siguiendo unas razonamientos análogos, demostremos 
sucesivamente que, también, z n+2 = x„.f S = . . . = c, o sea, la 
sucesión iterativa {x„} converge a la raíz buscada c. 

Demostremos ahora, por inducción, que si x n satisface las relacio¬ 
nes a < x n < c, entonces x„ +1 satisface las relaciones a ^ x n < 

ít X n +1 

De aquí y ds j d = o se desprenderá que todos los valores de x„ 
pertenecen al segmento la. c| (y. tanto más. el segmento la, él) y 
que la sucesión {x„} es no decreciente (y, por tanto, os convergente). 

Eli virtud de la afirmación 1 del p. 4, esto culmina la demostra¬ 
ción de la sucesión iterativa {x„} a la raíz buscada c. 

Así pues, queda por demostrar que si x„ satisface las relaciones 
a x n <c, entonces .z n+l satisface las relaciones x n ^ x„+i ^ c. 

Sea a ^ x„ <c. De la relación (3.15). teniendo en cuenta que 
f (<•) — 0, obtenemos 

_ „ _ (b-x„)Hx„) _ (I— x,)|/(c)->(»»)) 


Xn+i~Z,.= — ‘ 


/(*)-/(*-) ‘ |f(i)-f(r)| + D(c)-/(x„)| 


Aplicando la fórmula de Lagr.uige a la expresión outre corchetes, 
obtenemos 

*n + l —= (6-0 r b aZ) + !'-xl) /■ (E„r (C_:Cn) ’ (3-í0) 


donde x„ <|„ <c. c c£S <ó, así que g„ <sí. En virtud del 
no decrecimiento y la positividad de la derivada /' (x), se puode 
escribir 0 </' (£„) ^ (Sí). De aquí se desprende quo la fracción 

en ei miembro derecho de (3.16) es positiva y, además, no supera la 
unidad (puesto quo (b — c) f (|„) + (c — *„) f (S„) > 1(5 — c) + 
-f (c — x„)l f (|„) «= (b — x„) f (£„))• Por tanto, 0 < z, l+1 — 
es decir. x„ c. 

Observación i Hemos considerado el caso cuando /'(x) no decrece 
y es positiva on [a, él. Son posibles tres casos más: 1) f (x) no crece 
y es negativa en la. él, 2) f (x) no crece y es positiva en la, él, 
3) / (x) no decrece y es negativa en la, 6], 

Los últimos tres casos son análogos al anteriormente considerado. 
En el caso 1) la ecuación / (x) — 0 se sustituye, igual que anterior- 
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mente, por la ecuación (3.14) y por aproximación nula se toma x¡> = 
=» a (además, la sucesión {x „) resulta también no decreciente). En 
los casos 2) y 3) la ecuación ¡ (x) = 0 se sustituye no por la ecua¬ 
ción (3.14), sino por la ecuación 


donde 


x — F (i). 


/•'<*) = * 


(a —i ) l(x ) 
/(“> — /(*) 


y por aproximación nula se toma el punto x 0 = b (además, la suce¬ 
sión {x„¡ resulta no creciente). 

observación 2 Indiquemos que pora el método de las cnerdas es 
válida la misma estimación (3.13) de la desviación do x„ respecto do 
la raíz c que para el método de las láncenles. 

Observación 3 En la práctica con frecuencia se usa el método 
combinado que consiste en la aplicación alternativa del método de 

las cuerdas y del de las tangen¬ 
tes. l’.ira mayor precisión, su¬ 
pongamos que )' (x) no decrece y 
es positiva en el segmento la. 61 
(fig 3.6). Determinemos x, por 
ol método de las tangentes to¬ 
mando por aproximación nula el 
punto b. Después, determine¬ 
mos x, aplicando el método do 

las cuerdas, pero no al segmento 

la, 61. sino al segmento |u. x,). 
Luego, determinemos .r-, por el 
método de las tangentes, partien¬ 
do del ya bailado y x 4 , por 
el método de las cuerdas apli¬ 
cándolo al segmento Ix 2 , x.,1. Dicho proceso se ilustra en la fig. 3.6. 

Las ventajas del método combinado consisten en lo siguiente, 
primero, ofrece una convergencia más rápida que el método de las 
cuerdas, y, segundo, puesto que las aproximaciones sucesivas x„+, 
y x„ del método combinado aproximan la raíz por lados diferentes, 
entonces la diforencia |x n+1 — x„ | da la estimación del ervor de 
este método. Si como valor aproximado de la raiz lomamos x¡ =- 
__£n_+£n*i^ | a es t¡ mac ¡¿ n el el error es 



|*ü-c|< 


ÍJS.1 — *71 I 
2 




§ 2. Métodos aproximados de cálculo de las integrales 
definidas 

1. Observaciones preliminares. Resolviendo una serie de proble¬ 
mas actuales físicos y técnicos nos encontramos con integrales defi¬ 
nidas de las funciones, cuyas primitivas no se expresan mediante / un¬ 
ciones elementales. Además, en las aplicaciones tenemos que operar 
con integrales definidas cuyas funciones sublntegrales propias no son 



Flg. 3.7 Flg. 3.K 

elementales. Esto conduce a la necesidad de elaborar métodos apro¬ 
ximados para calcular las integrales definidas *). 

En este párrafo conoceremos los tres métodos aproximados más 
usados para calcular integrales definidas: el método de los rectángulos, 
el de los trapecios y el de las parábolas. 

La idea principal de estos métodos consiste en sustituir la fun¬ 
ción siibintegral / (x) por otra más simplo, un polinomio que coincide 
con i frl en algunos puntos. Para entender esta idea, consideremos, 

paro valores pequeños de h la integral J / (x )di que es el área del 

— h 

trapecio curvilíneo que se encuentra por debajo de la gráfica de la 
función y = f ( j) en el segmento I—A, h\ (fig. 3.7). 

*> Observemos que los métodos aproximados se usan también con frecuencia 
para las integrales que se expresan mediante funciono- elementales. 
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Cap 3. Cálculo de las raíces da ecuaciones e integrales 


Sustituyanlos la función / (x) por el polinomio de grado nulo, a 

h 

saber, por la constante / (0). Al mismo tiempo, la integral J / (x) dx 

-h 

se sustituye aproximadamente por el área del rectángulo rayado en la 
fig. 3.8. En adelante mostraremos que, con determinadas exigencias 
para / (x), el error cometido como resultado de esta sustitución es del 
orden de h?. Luego, sustituimos la función / (j) por un polinomio de 




Fig. 3.9 Fig. 3.10 

primer grado, a saber, por la función lineal y = kx 4 - 6^coincidente 

con / (x) en los puntos — h y h. Además, la integral J / (x) di se 

sustituye aproximadamente por el área del trapecio curvilíneo rayado 
en la fig. 3.9. En adelante mostraremos que, con determinadas exi¬ 
gencias para / (x), el error cometido como resultado de esta sustitu¬ 
ción es también del orden de h•?. En Tin, sustituyamos la función 
/ (x) por un polinomio de segundo grado, o sea, por la parábola 
y = Áx? + Bx + C coincidente con / (x) en los puntos — h, 0 y h. 

Al mismo tiempo. la integral ^ / (x) dx se sustituye aproximada¬ 
mente por el área de la figura que se encuentra por debajo de la pará¬ 
bola y os rayada en la fig. 3.10. 

Más adelante mostraremos que, con determinadas exigencias 
para la función / ( x). ol error cometido en esta sustitución es del orden 
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* 

ele h h . Si debemos calcular la integral ^ / ix) dx por cualquier seg¬ 
mento [o. 61, es lógico dividir este segmento en un número bastante 
grande de segmentos pequeños y para cada uno de estos segmentos 
hacer los razonamientos anterior¬ 
mente expuestos. De este modo, 
llegamos a los métodos de los 
rectángulos, los trapecios y las 
parábolas en forma general 

Una exposición más detallada 
do cada uno de estos métodos se 
da más adelante. Hagamos aquí 
una observación importante para 
el material posterior. 

Observación. Sea la función 
/ ( i) continua en el segmento 
[a, 6) y sean x¡¡, . ,,x„ algu¬ 

nos puntos del segmento (o. 61 Entonces, en este segmento exilie un 
/mulo £ lal que el promedio de * * r i) + /' - * M c "l . es igual 

o f (li¬ 
lilí efecto, denotemos medíanle m y Al las cotas exactas do la 
función / ¿r) en el segmento la. 61 Iluto neos, para cualquier nú¬ 
mero A son válidas las desigualdades m sg / (-0,1 sí Al (A - 1.2, ... 

. ., n) Sumando oslas desigualdades por todos los números k 

1. 2, ... n y dividiendo el resultado por n. obtenemos 

^d'l /<*»>+ ■• + /(*«> .^ yf 

t’iicsto qi.e la función continua toma cualquier valor intermedio 
comprendido entre m y M , entonces, en el segmento la, 61 existe un 
punto E, tal que 

¡(I)*? l ,r d- Hfi>+ - +t(x n ) (il.17) 

2. Método de los rectángulos. Supongamos que se exige calcular 
la integral 

(r 

^ f(x,dx id. 18) 

Dividamos el sogmeuto la 61 en n partes iguales empleando los pun¬ 
tos a = <ij < c — 6. Mediante x¡ r.-i denotemos el 
punto medio del segmento jr 2 i,(fig. 3.111. 111 método dp los 



I, X, I,I X-, 

Fig. 3.11 
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l-ai'. 3 Cálenlo do las r.iños de priiiu.i»ucs f intégrala» 


rectángulos consiste en sustituir la integral (3.18) por la suma 

ilc las úreas de los rectángulos con alturas iguales a f (x-k-i) > base* 
iguales a — .r a j, _ s — “ — (estos rectángulos están rayados en 
la lig. .'i. II). IV este minio, os válida la fórmula 

b 

\U*)d* -^-1 /(*,) + /<*>) + .. + /<r» n -f)l+*. (3.1?*) 

II 


donde II es término residual. La formula (3.til) se denomina tur¬ 
ma la de los rectángulos. 

Demostremos que. si en el segmento lo. />l la función / (a) tiene 
la seguuda derivada continua, en este segmento existe un punto i| 
tal que el término residual /? en la fórmula (3.19) es igual a 

( 3 - 20 ) 

Mi 

Con este fin. estimemos primeramente J /( x)di . teniendo en 

— h 

cuenta que en el segmento i— h. -{-h\ la función /(a) tiene hi 
segunda derivada continua. 

I’ara hacerlo, integremos dos veces por partes cada una de las 
dos intégralos siguientes: 

It h 

/, J/«’(a-)(4r+/i)*r/j. /. $ /(=> <*) (x-hfdx 

- M 


Par» i» primera de éstus. obli*iit*»ios 


t* 

/■ = $ 1 m U) (S + /i >*dx - i (x + h)'- f (x)| |° & - 
0 

-2 ü /'(l)(ar + A)<íi-/'(0)/t‘-|2(T+á)./(4:)l I^J 


+ 2 



Para la segunda integral obtenemos de un modo completamente 
análogo 

u 

f s =r -r ( 0 ) A 2 — 2-/(0) A 4 2 $ Hr)dx. 

41 



§ 2. Mclodos de cálculo do Ins integrales definidas 


(W 


l.a semisuma de las expresiones obtenidas para /, e I¡ conduce a 
la siguiente fórmula: 

i. 

\ fU)dx- ¿nO)h+L±h-. (3.21) 

-A 

Estimemos la magnitud . aplicando lo fórmula del 

valor medio a las integrales 7, e 1 5 y tomuudo en consideración la 
no negalividad de las funciones (j -j- hf y (r — h) ! . Obtciiomos la 
existencia dol punto g, en el segmento [— h, 0) y del punto g, en el 
segmento (0. h\ tales que 

n h 

4- $ /< s, <*)(* + /i)*</x-t-4-$ /'*><*)<*-A)*Ar- 

-h o 

II *1 

= \ /»' (5,) $ (*+ h )* dx + 4-/ ,í '<t.l \ u- h )’- dJt 

41- ig-4 / w w - V . 

En \irlnd de la observación ni final del p. 1. en el segmento I -h- 
| 1í| existe mi punto q tal que 

Por eso, para la semisuma l ' \ obtenemos lo siguiente 
expresión: 

44-4 /•(*>• 

Poniendo esta expresión en ( .21), obtenemos que 
a 

J/(x)dx- 2/(0)A + É, (3.22) 

donde 

fl - /<»(q) (2/iP (-ós£q<>) (3.23) 

Puesto que la magnitud 2/ (0)-A es el área del rectángulo rayado 
eu la fig. 3.8, las fórmulas 13.22) y (3.23) demuestran que el error, 

cometido cuando sustituimos \ / (ar) iLr por diclia área, es del orden 

de h*. 
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Cap. 3 Cálculo de i a* raic’-< <lo i-on. iraaies c mlogralu.s 


l>o csk- modo, l.i formula J / (ij d> -55 21 |Oj h es Ionio ónix e.tocla 

-h 

h 

cimillo mentís sen h l'oi uso. para calculai la integral J / 1 ■ 1 d\ o* 

Iónico ruprusuntíir ésta 011 forma tlt* la soma 1 I 0 1111 numero bastante 
glande 11 di* intégralos 


J fUr)dr 4- J ] le) d> 


211 

J ne),Ir 


y aplicar la fórmula (3.22) cada una <k dichas integrales. Además, 
tornando en consideración que la longitud del segmento l***..,. í a /,| 
es igual a *_* •. obtenemos la fórmula de los rectángulos (3.1!)), 
en in cual 

A 1 A. + A*;-.. q /T„ - í W-*»/ <S) ('l. »-<-/•*• 01„>I- 

(<—■')'■ /'»' H|i)-f I' 1 ' fi|») h , !“■ (>!■■) _ ('■-a)' 1 , n ,. .. 
21 a» n Un* 1 

(Aquí ■/ ■- i| b. liemos empleado la formula 1 ¡17) para la fun¬ 
ción (. 1 )). 

3. Método de los Irnpceio». Sea que. igual que a ti les, se euge 
< .‘tlt ulr<■ la integral 


j IU)di 


1(18, 


Dividamos el segmento l«. b\ un n parles iguales, empleando los 
puntos li - x„ < 1 , <}.¡ < . . <_e„ b (fig. 3.12). 131 método 

de los trapecios consiste en sustituir la integral (3.18) por la suma 

(*») + /f*.)J +1/ <*.) + / (e,)\ - + 1 / (a-,..,) + / (*„>!} - 


b — o 


{/(«) + MóH-2 2 /Un)} 


de las áreas de los trapecios con bases iguales, respectivamente 
a /(*i 1 - 1 ) y /(¿a) y alturas iguale* a — i t _, 


h — a 


(estos tra¬ 


pecios están rayados en la fig. 3.12). 
De este modo, es válida la fórmula 


j /(a) de = {/(„) + / (ó, -2 2 /Ú fc )} + A, 


I i-2'i) 
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ilomlo H es termino residual. La fórmula (3.24) se denomina formulo, 
de loa trapecios. 

Demostremos que si la función / (x) tiene lu segunda derivada 
continua en el segmento la, 6). en este segmento existe un punto i) 
tal (pie el término residual R en 
la fórmula (3.24) toma la forma 


R- (3-25) 

En primer lugar, estimemos 
+» 

la integral ^ /(x) dx, teniendo 

en cuenta que la función ¡ (x) 
tiene la segunda derivada con¬ 
tinua en el tegmento |—ft, -r-AJ. Fíg. 3.12 

+>• 

Integrando dos veres la integral j /*** (x) (x 2 — li l ) dx por par¬ 
les, obtenemos 


$ f 11 ' (x) (x I — li 2 ) dx lf'lx)(n*-h a 

- h 

+h + *» 

— 2 í f'{x)jtdx - |2/(*)*|l** . 2 í f(x)dx 

-h ” ' -h 

H h 

-2|/<-fc)+/( + *)1]k + 2 $ Hx)ds. (3.20) 


En virtud do (3.20). llegamos n la fórmula 
/> 

$ /(x) ,/x~ /■-*)+/ ! *> . 2 hJufí, 13.27) 

donde 

R )(2A)*(-hs;i)<;/i). (3.28) 

Dado que la magnitud *' ~ ft '/~ -■ * — 2/i es el úrea del trapecio 

rayado en la fig. 3 9, las fórmulas (3.27) y (3.28) demuestran 
que el error cometido a consecuencia de la sustil ución de 
A 

í )(x)dx por diclia área, es del orden de h 3 . 
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b 

Par»» cülculrtr )<i inlcgral J / (x) dx, igual que* on el método 

a 

de los rectángulos, representemos esta integra] en forma de la 
su mu do un número bastante grande tt de integrales 

' i *n 

\ Ht)dr+ J 1(x)dj + .. — $ f[x)dx. 

*• '• '.-i 

Aplicando las formulas i3.27) y (3.23) a coda una de oslas integrales, 
llegamos a )a fórmula de las trapecios (3.241 con la expresión para el 
término residual (.l.2á). 



IV. .1.1.1 


4. Método de las paró liólas. Para calcular la integral 
6 

$ nxxls (3.IS) 

volvamos a dividir el segmento la. ó| on n parles iguales, empleando 
los punta» a ■= x t <x¡ < . . . <r,„ b y mediante x,),., deno¬ 
temos el punto medio del segmento |í.i,_ s . ¿r 2 n). El método de las 
parábolas consiste en sustituir la integral (3.48) por la suma 

-^g— {1/ (a^o) + 4/ (jt,) + / (*,)! + [/ (r.) -j- 4/ (*,) + 

+ / WI+ • ■ - +1/ + 4/ + 1 (r a »)l) = 

tt- 1 n- I 

- ± ¡zr{f(<‘)+n b )+ 2 '2 /u«)+4 2 /<****.>} 

/.=I *=0 

do áreas de las figuras rayadas on la fig. 3.13 i(ue son trapecios cur¬ 
vilíneos situados por debajo do las parábolas que pasan por tres 
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p.n.los He la gráfica de la función / u) que tienen las abscisas t íU _ í% 

i n\-i y ****)• # 

I>«» osle modo, os valida la formula 

f» * -1 

l -^ [/(«> + /+ 2 S /<*•*» + 

1 **** 

+ 4 ¿ /(*«»,)] + !<. ( 3 - 29 ) 


donde II es el término residual. L« fórmula (.'¡.29) se denomine 16r- 
iii ula de la s parábolas o ¡ármala de Simpson. 

Demostremos que si la (unción / (j) tiene la coarte derivada con¬ 
tinua en el segmento lo, ftl en este segmento existe un punto q tal 
que el término residual II en la fórmula (3.29) os igual a 


II 


ib-«y 
¡¡tuina* 


/' 4l (>)>• 


( 3 . 30 ) 


+* 

tton esto fin. estimemos pnmeio ^ ¡{3)dx. teniendo en cuenta 

que cu el segmento | — h. -+ li] la funeián / (a) llene la cuarta 
derivada continua 

Integremos eualro veces poi parles cada una de la» dos integrales 
siguientes: 

I, $ /•*■ (J) (J H-Zi)- 1 (a — -~) ili. 

- K 
It 

/ . = $ r< (*)(*-/*)»(x+ i )dx. 


*> lie] ejemplo 2 ip. 4. $ 2. up. 2. tome 21 se desprende que la expíe 
flián l/(J i ii- t )-r3/tr t ).- 1 ¡+/i« t )i)| (tomando en consideración que 

■ ~L'l. Xlh ) es el a rea que se encuentra por dekljo lio la parálmUi 

lia o / 

que |>asa Por tres puntos de la gráfica de la Tuncion ! ixi con las abscisas 
r«a-;. * ; »-i y i,».. 
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Cap. 3- Calculo de las micos do ce-naciones c integrales 


Para la primara integral obtenemos 


-{/•*><*) [3(* f /*)* (r - 4 -) + (*+«]} I"»-?- 
1 {c n*)[{x r h) (x—5-) + í* + *)*]}|!»“ 

n 

{ r >/(» (t*+4 ; ')} |!., *" 24 $ = 

— /l 

- - /'=• (») 4 + O’ (0) A*—Wt 1/ ( — A) + 2/ (0)) + 

n 

+ 24 $ Hx)dx. Í3.31) 

-h 

Para /,, obtenemos de una manera completamente análoga 


/„ /'■" (0)4— \f (0) k 2 - 8/i 1 / (A ) 4 2; <tt)| + 24 $ ¡ (x) <lx (3.82) 

•) 

Al aiirnar las relaciones (4.41) y (3.32). obteuomos la siguiente 
igualdad: 

f /(a )dx ■ • M-» + <M0. + /.-M) 2ft + h-h .. (3l 3 ») 


Pura estimar • apliquemos la fórmula del valor medio a las 

integrales /, e /„ teniendo en cuenta que las funciones 

(*+&)* (í— y (x —A)’(x+-|-) son llu positivas en los 

segmentos [ — A. 01 y 10, +A|, respectivamente. 

Obtenemos la existencia de un punto S, en el segmento 
(— A. 0| y do un punto £- en el segmento |0, + A| tales que 


l) 

^ = 4[/‘*»(IOS (x + A)»(*-4) rf r + 

-ft 

+/*««.) f (*-*)* (x-i 4)dx]=^- tmtepuM. 

i) 
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Empleando de nuevo la observación al final del p. f. obtene¬ 
mos ¡iiie en el segmento 1—A, + A) existe un punto r| tal que 

Il £ ± =-W L fi"( r lh (3-34) 

De (3.33) y (3.34) obtenemos, definitivamente, 

J f(x)dx !<■-*»+«/«»+<<»)] + (3.35) 

— I » 

d umle 

(3 ' 3R) 

Dado que la magnitud —— '' 1 ^ ^^ ■■ ' h 2 h es el área de la 

figura que se encuentra por debajo de la purábola y es rayada 
en la íig. 3.10, las fórmulas (3.35) y (3.36) demuestran quo el 

h 

error, cometido al sustituir ^ f(x)dx por dicha «rea. es de) orden 

-h 

de ó 6 

Para calcular la integra) ^ f(x)dx , igual que en los métodos 

S 

de los rectángulos y de los trapecios, representemos esta integral 
en forma do la suma de n integrales 

x, 1 . *in 

$ f(x)dx+ $ /(x)rfT+ ...4- $ /(x) dx. 

*• ». *«n-t 

Aplicando las fórmulas (3.35) y (3.36) a cada una de estas integrales, 
llegamos a la fórmula de Simpson (3.20) con la expresión del término 
residual (3.30). 

Comparando el término residual (3.30) con los términos residuales 
(3 20) y (3.25). nos comencemos de que la fórmula de Simpson (1a 
mayor exactitud que las fórmulas de los recláugulos y de los tra¬ 
pecios. 

Para ilustrar la aplicación de la fórmula do Simpson, vamos 

a calcular la integral J e~ x *dx+ limitándonos, pam que sea 

u 

* i La Integral considerada no se expresa medíanle las (unciones elementales. 
Esta mlegraI se usa ampliamente en la física estadística, en la teoría de la 
conductibilidad calorífica y de la difusión. 



Ca|> ,'i * iiícuj'i dt 1 tas raiccs ili‘ ecuaciones ■' integrales 
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más simple, a los salores .£„ del segmento 0x 0 l- Tomando 

I (x) - e~‘‘ y calculando Ja derivada / l4) ( cj - 4 (4.r l —12-r 2 -+- 
nos convencemos fácilmente de que parn todos los x il«l seguí en l o 
O^J,'Sjjr 0 í.Cl, en lodo caso, |/l‘l (x)\ C 2(1. Partiendo de la esti¬ 
mación (3.HÜ). podemos afirmar que | R | < • Por tanto, 

al dividir el segmento |0, ,r 0 | sólo en cinco partos iguales y al 
sustituir la integral considerada por la suma del miembro dcreclio 
do la fórmula de Simpson. calculamos osla integral con exactitud 

de hasta 144 90000 - 

5. Observaciones finales. Cada uno de los métodos, expuestos en 
el presente capítulo para calcular raíces de la ecuación y las integra¬ 
les definidas can llene un algoritmo bien formulado para realizar los 
cálculos. Otra particularidad de los métodos expuestos es la truiall- 
dad de las operaciones do cálculo que deben efectuarse en cada paso 
separado. Las dos particularidades aseguran el amplio uso de los 
métodos expuestos para realizar cálculos c«u los ordenadores moder¬ 
nos de acción rápida. 

Anteriormente, parn calcular aproximadamente la integral (,!.18i 
de la fuiuiún / (r), dividimos el segmento fumlumental lo. h\ en un 
númein lias la 11 le grande ;» de segmentos parciales Iguales de una 
misma longitud h. sustituyendo posteriormente la función ) (x) poi 
un polinomio de grado nulo, primero o segundo, respectivamente, en 
lodo segmento parcial. 

15) error que aparece en osle método de ningún unido toma 
en consideración las propiedades individuales de la función 
f (x). l’or eso, lógicamente, surge la idea de variar los puntos del 
segmento fundamental la. b| y para toda función fijada f (r) elegir 
mui partición óptima del segmento fundamental lo. ól en n segmentos 
parciales. 110 iguales, lia blando en general. 11110 a otro, tal que ase¬ 
gure iá magnitud mínima del error de la fórmula aproximada dada. 

En el Complemento del cap. í> nos detendremos en la realización 
de dicha idea perteneciente a A N Tíjnnov y S. S. Gaysarián. 




Capitulo 4 

TEORIA DE LAS SERIES NUMÉRICAS 


\ a en el curso elemental nos encontramos con sumas que compren¬ 
den un número infinito de sumandos (por ejemplo, con la suma do 
un número infinito 'lo elementos de la progresión geométrica). Estas 
sumas, llamadas series, se examinan en el presente capítulo. Estable¬ 
ceremos i|iie en algunas condiciones las series poseen propiedades 
análogas a las de las sumas finitas. 


S 1. Cnnceplo de serie numérica 

I. La serie y sus sumas parciales. Series convergentes y divergentes. 


Consideremos una sucesión numérica ¡ufiuila n,, u ,. . . u*, . . 

y con los elementos ilo esta sucesión compongamos formal monto ln 
expresión de 1a forma 

»|T l 'i+. .+u,. C... Z u 4 (é l) 

k = I 


La expresión (4.1) suele llamarse serie numérico u simplemente serie. 
Los elementas u,,. de los que está formada la expresión (4.1). suelen 
llamarse términos de la serte Como regla, para designar la serie lililí 
ramos el símbolo de suma. 

bu suma de los n primeros términos de una serie dada se denominara 
n-éslrna suma pardal de la serie dada y se denotará ron el símbolo S„ 

n 

Así, S„ = u, H- ti. ( ... i ii„ - 2 fe" * r,e ** deno¬ 

mina convergente si converge la sucesión {S n ¡ de las sumas parciales 
de esla serie. Además, el límite S de la sucesión de las sumas parciales 
{S„ } se denomina suma de la serie dada. De este modo, podemos escri¬ 
bir formalmente la igualdad de la serie convergente que (¡ene la suma 



*=i 




Si 11 m S„ no existe, la serie se denomina divergente. 

n—r*> 
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Subrayemos que el concepto ilo suma so define solamente para 
la serie convergente, y, a diferencia del concepto de suma finita, 
se introduce por medio del paso límite *). 

Observemos que la consideración de series numéricas os una 
nueva forma do estudiar sucesiones numéricas, puesto que: 1) a toda 
serio dada le corresponde unívocamente la sucesión rio sus sumas 
parciales, 2) n toda sucesión dada {.S„ j lo corresponde unívocamente 
una serie, para la cual esta sucesión es la do sus sumas parciales 
(baste tomar los términos de la serie iguales a u* = S h — 
para k > 1 y u, — S¡). 

Uno de los problemas fundamentales de la teoría de series numé¬ 
ricas es establecer los criterios, según los cuales se pueda resolver el 
problema de convergencia o divergencia de la serie dada. 

K.TEMP1IOS DE SERIES NUM0RICAS. 

Examinemos la convergencia de la serie 


A< 

1 -J + í-l-f ...-= V (- l)*' 1 . (4.2) 

Debido a quo la sucesión do sus sumas parciales .V, í, 
S t — 0, i 1. S 2 „ -0, ... no tiene limito, la serie (4.2) 

diverge. 

2. Consideremos la serie compuesta por elementos de la pro¬ 
gresión geométrica: 

«+7-M*+ 2 i?*' 1 . (4.3) 

»=i 

La n-ésimn suma parcial S„ (le esta serie tiene, para I. la 
forma 


Sn-1 + 9- <4.4) 

Evidentemente, cuando |g|cl, la sucesión de las sumas par¬ 
ciales S„ converge y tiene un limite igual a —. De este modo, 
cuando |?| < 1 la serie considerada converge y tiene una suma 
igual a fz^-q ' 

Para | q | >■ 1, de la igualdad (4.4) es obvio que la sucesión ó’„ 
(y, por tanto, la serie considerada) diverge. Si | q | = 1, se ve inme¬ 
diatamente la divergencia de la serie (4.3). En efecto, cuando q -- 
= +1 y — n, la divergencia de la sucesión ó'„ es evidente. 


*I En las iiintcinéticus moderna», junto al concepto de suma antouoirnciile 
dado, se introduce el do suma de la serie en varios sentidos generalizados. Esto 
permite sumar, en sentidos generalizados, mucha.- series divergen le» c véase o! 
Complemento 3 del presente capitulo!. 
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mientra* que para q — —1 la serie (4.3) se transforma en la serie 
(4.2), anteriormente examinada. 

3 Sea x cualquier número fijado. Demostremos que la sorio 


-I - 1 ** -l I ¿ÍL I v Tl| ~‘ 

r ii ' 2! + + AI ^ ‘<fc— i 


*) 


(4.5) 


converge y tiene la suma igual a z x . 

En el p. 2 del § 5 (cap. 8, tomo 1) liemos desarrollado la función 
z y por la fórmula de Maclaurin 

e 1 -14--fr I - 1 - + R nW. 


donde 


(4.6) 

(4.7) 


«»(*>■■■£*'•* io<e<H 

l)« los fórmulas (4.0) y (4.7) obtenemos 

|[id -£+-£+ ,4 - 8) 

Denotando median le S n la /j-ésiina suma parcial de la serie (4.5), 
podemos escribir la desigualdad (4.8) en la forma 




I X I" 




(4-9) 


I’iiiv lo que para cualquier i fijo 


lím 

i»"» 


DI" 

n! 


= 0 **) 


el segundo miembro de la desigualdad (4 9) os elemento de una suce¬ 
sión infinitesimal. Pero esto significa que la sucesión {.V„) converge 
al número e x . Por lo tanto, la serie (4.5) también converge y tiene la 
suma e’ 

4. De modo análogo, empleando la fórmula de Maclaurin para 
las funciones sen x y eos x se puede demostrar que Ins serios 


y 


-si (—i)»-■«»*-« 

x 81 "31 <i " r • ^ (2*—1)1 

A=l 




(—ilA-lj 3 *-' 
( 2fc — 2)1 


*1 Mediante el símbolo 0* hemos denotado el número I 
**) Véase el ejemplo 3 íp 3, § 3. cap 3. tomo 1) 
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conv orgen para cualquier valor fijo do x > llenen unas sumas igualo 
a son r y cus x. respectivamente. (Dejamos a cargo del lector conven¬ 
cerse do esto ) 

2. Criterio de Caueliy (le convergencia de una «cric. Dado que. 
por definición, la cuestión sobre- la convergencia de una serie es 
equivalente a la cuestión sobre la convergencia de sus sumas parcia¬ 
les. la i-iuidición necesaria y suficiente de convergencia de la serie 
dada se oblicuo al enunciar el criterio de convergencia de Gaucliy pa¬ 
ra la sucesión de sus sumas parciales. Para mayor comodidad, adúz¬ 
canlos la formulación del criterio de lamrhy para la sucesión. ¡'ara 
que la ¡sucesión {ó’„} sea convergente, es necesario y suficiente que para 
cualquier número posttiro r exista un número ,V tul que para latios los 
números n que satisfacen la condición o ! ■ -V q pura todos los p natura¬ 
les l p 1,2, ü. - .) 

I Sn + e *-*« I fc 

tiomo corolario de osla afirmación, obtenemos el siguiente teorema 
lumia inon tal. 

Teorema 4.1 (criterio de Caucha para Inserir). Para que la sene 
S ui. converja es necesario y suficiente que para cualquier número 

I, _ | 

positivo v es isla un número .V tul que paru todos los numeres o que su 
tiHfacen la condición ii 5? ,V y para lodos los números natwales p 





(4-10) 


Para demostrar esto teorema es suficiente que la magnitud bajo el 
signo del módulo en la desigualdad (4.10) sea igual a la diferencia 
de las sumas parciales S„ + ,.— S n . liemos de subrayar que. en 
esencia, el criterio de convergencia de Caucliy es do interés teórico. 
Como regla, su empleo para establecer la convergencia o la divergen¬ 
cia de Unas u otras series concretas tiene dificultades. Por eso. ade¬ 
más del criterio de Caucliy no hay que establecer otros criterios 
eficaces de convergencia y divergencia de las series. 

Del teorema 4.1 es fácil extraer dos corolarios elementales, poro 
importantes. 

«■ 

Corolario t. Si la serie V u h converge , la sucesión r n = 

u=i 

oo 

— 2 “a es infinitesimal. 

ft«=n+l ^ 

La magnitud r„ suele llamarse n-ésimo resto de la serie S“ii- 

Para demostrar el corolario i. es suficiente demostrar que para cual¬ 
quier e > 0 existe un número N tal que | r„ | sg: e cuando n 3= ,V. 
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última desigualdad se desprende inmediatamente de la desigual¬ 
dad (4 10), válida para cualquier p — 1.2, 3.y del teorema 3.13, 

t. 1. 

Corolario 2 (condición necesaria de convergencia de una se- 

oc- 

ríe). Cara la convergencia de la serie 2 “s ** necesario que la 

sucesión u,. u¡. u 3 . . de ios términos de esto serie sea 

infinitesimal. 

Basta demostrar que para cualquier e > ti > para la serie con¬ 
vergente dada existe un número A'„ tal que. cuando n > N„, 
| n„ | < £. Sea dado cualquier c > 0. Sogún el teorema 4.1, oxiste 
un número ,V tal que para q ^ ;V y para cualquier p natural se 
cumple la desigualdad (4.10). lili particular, para p — 1 esta desi¬ 
gualdad adquiere la forma 

|u n+ , l<* (paro a > ft> (A II) 

Si ahora hacemos el número A'„ igual a A „ — .V ' 1. entonces, 
para n ,V 0 , en virtud de la desigualdad (4 II), obtenemos | u„ | < 
•í«, lo quo era neresario demostrar. 

Tin otras palabras, el corolario 2 puede enunciarse del modo 

«v- 

siguiente; para la convei gencia de la serie V u, es necesario que 

W1 

Hin li, --- 0. De este modo, cumulo investigamos la serie dada en 
k •» *» 

cuanto a lu convergencia debemos, ante lodo, ver si tiendo u cero el 
/i-dsimo término do esta serie cuando I: oo. Si no es así. la serie, 
sin duda, diverge. Así, por ejemplo, la serie 




**»+ 300 * 


a ciencia cierta diverge, puesto que 

lím = lím s^’aoo* “ X *°* 

De manera análoga, la divergencia de la serie 2 ( — t) • ante- 

»^i 

riormente examinada, se desprende de que lint (— 1)* no existe. 

ft-»oo 

Sin embargo, subrayemos que la tendencia a cero del A-ésímo tér¬ 
mino ile la serie, para k —»- oo, es solamente condición necesaria, pero 
no suficiente para la convergencia de la serie. 


112 


Caii. 4 Teoría de 'as series numéricas 


A título do ejemplo consideramos la serie 


s 



(4.12) 


Esta serio suele llamarse serie armónica- lis evidente que para la 
serie armónica se cumple la condición necesaria de convergencia, 

puesto que lim — - 0. Sin embargo, demostremos que esta serie 

diverge. Empleemos el criterio de Caiichy. Demostremos que para 
el número positivo e - 1/2 no existe un número N tal que para n > N 
y cualquier p natural 





*=»se 


l 

T- 


(4 13) 


En efotlo. si tornamos p — n. para «, por más grande que sea 



i-m- 1 k—m-i 


(Hemos tomado eo consideración que en la última suma luí\ n su¬ 
mandos > el mínimo entre ellos es igual o 1 2n.) 

Así pues, la desigualdad (4 13) no se cumplo, por más grande que 
sea el número ,V. En virtud del criterio de Cuuchy, la serie (4.12) 
diverge. 

3. Dos propiedades relaeionadas con la convergencia de una serie. 
I 5 La eliminación de un número finito de términos de la sene (o la 
adición de un número finito de términos a la serle) no influye en la 
convergencia ni en la divergencia de esta serie. 

Para cerciorarse de esto, es suficiente observar que dospues de 
eliminar (o adicionar) términos, todas las sumas parciales de esta 
serie, partiendo de un número, varían en una misma constante 
2 o - Si c es una constante diferente de cero, u' h — cu h , la serie 

oo 30 

2 uí converge si, y sólo si, converge la sene T u k . 

/t»l 

Si denotamos las n-ésimas sumas parciales de las series considera¬ 
das mediante S' n y S n . respectivamente, entonces, es obvio que 
S'„ = zS n . De la última igualdad se desprende que lím S‘„ evis- 

n — » 

le si. y sólo si. existe lím S„. 


$ 2- Series con términos positivos 
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$ 2. Series con términos positivos 

I. Condición necesario y suficiente de convergencia de una serie 
con términos positivos. En el presento párrafo consideraremos las 
series cuyos términos no son negativos. Siguiendo la tradición estable¬ 
cida, las denominaremos series con términos positivos (aunque sea más 
correcto usar el término «series ron términos no negativos»). Las 
senes, cuyos términos son estrictamente mayores que cero, se deno¬ 
minarán series con términos estrictamente positivos. 

Por sí mismas, las serios con términos positivos se encuentran con 
frecuencia en aplicaciones. Además, su estudio preliminar facilita 
el estudio do las series con términos de cualquier signo. A continua¬ 
ción, para subrayar que se trata de una serie con términos positivos, 
denotaremos con frecuencia lo- términos de esta serie con el símbolo 
p k en vez do «*. 

A la voz. podemos señalar la propiedad característica fuudamoii- 
lal de la serio con términos positivos: la sucesión Je las sumas parcia¬ 
les He esta serie es no i terreciente. 

Esto permite demostrar la sigoieolc afirmación. 

Teorema 4.2. I'ara i/ue la serie con términos positivos converja, es 
necesario y suficiente i/ue la sucesión de las sumas parciales de esta 
serie sea acotada . 

1, a necesidad se debe a que toda sucesión convergente es acotada 
(en viilntl del teorema .'¡.M, I. I). 

La sujiriencia se desprende de que la sucesión do las sumas par¬ 
ciales no decrece > . por lauto, para la convergencia de osla sucesión 
es suficiente que se» acolada leu virtud del teorema .1.15, l. I), 

2. Criterios de comparación. Aquí estableceremos algunos 
criterios que permitirán sacar la conclusión sobre la convergencia 
lo la divergencia) de la serie considerada eomparándola con otra 
serle cuya convergencia (o dn a gencia) se conoce de antemano. 

(V oo 

Teorema 4 3 Sean V /<,, y S pi das series con términos positi- 

■l—I *-=t 

vos, Sea. luego, yue para todos los números I. es válida la desigualdad 

Pk ^ pi.- (4.14) 

•V 

Valonees, la convergencia de la '¡ene ^ p\, trae consigo la convergencia 

1 

de la sene 5] p h y la diverge acia de la serie ^ p h trae consigo la di- 
h I »< I 

•US 

ver ge neta de la serie £ 

*=* i 

dkmostk ación Denotemos las /t-ésimas sumas parciales de las 
serios ^ p k y 2 Pk mediante S n y S' nt resperl i va mente De la 

* I A—l 
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desigualdad ('i 14) deducimos que S„ sjj S'„. La última desigualdad 
significa que la acotación de la sucesión de las sumas parciales 
{S¡, i provoca la acotación de la sucesión de las sumas parciales 
{S„} y. viceversa, la no acotación de la sucesión de Jas sumas parcia¬ 
les {.$„ J produce la no acotación de la sucesión de las sumas par¬ 
ciales ¡A'¡, | En virtud del teorema 4.2. el teorema 4.3 queda demos¬ 
trado. 

OBSERVACION i En la condición del teorema 4.3 se puede exigir 
que la desigualdad (4.14) se cumpla no para lodos los números k, 
sino solamente a />artir de ciert'i número /.. En efecto, en virtud del 
p. 3 del § 1. la eliminación de un número finito de términos no in¬ 
fluye en la convergencia do la serie 

obshrvacion 2. t'l teorema 4.3 sigue siendo válido si en lacondUión 
de este teorema la desigualdad (4.14) se sustituye por la siguiente des¬ 
igualdad 

Pk 'i, <7 >a l 4 -15» 

donde c es cualquier constante positiva En efecto, conforme al p. 3 

del <; 1. la convergencia de la serie os equivalente a la con- 

veigenciu de la serie 5! (fiP's)- dilemas, se puede exigir que la 
desigualdad (4.15) se cumpla «oimiento partiendo de uii mi mero 

liasUlIIte grande k. 

"P 

Corolario del teorema 4.3. Si 2 /»* es una sene con térnü- 
* 4—1 

nos positivos, 2 pá, una serie con términos estrictamente posi- 

k *-1 

liaos, y existe el limite finito entonces la 

lfni B-=¿. 

A-.»- Pk 

convergencia de la serle 2 P* conlleva la convergencia de la serie 

11 ? *«=i 

«c «• 

2 Pu <1 la divergencia de la serie 2 Pk produce divergencia de la 
4-1 *=< 

stfie 2 pl,- 

4-1 

demostración. Dado que lím-—-=L, según la definición del 
Jk—« Pk 

líriiité, para 8>0 existe un número -V tal que para A>-A í 

Pk 
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Per tanto, cuando K 5= V, es válida 1» desigualdad p* <(L + e) pi,- 
La t'illiina desigualdad coincide con la desigualdad (4.1ñ) para c = 
— L + e. En virtud tío la observación 2 del teorema -í—'í. el corola¬ 
rio queda demostrado. 

OC’ X 

Teorema 4.4. Sean V n, j ^ pj, dos series con términos 

estrictamente positivos. Sen también que para todos los números k 
es válida la desigualdad 


Pk .i flUi 

Pk ~~ 


( 41 ( 1 ) 


Entonces , /« convergencia de la serte ^ pi, conduce a la conver- 

A-I 

Ou oa 

gencia de la serle Pk U li divergencia de la serie S Ps con- 

A-l A-l 

oo 

duce a la divergencia de la serie N ’ pi,. 

A— I 

M'Mosra ación Escriba ni os la desigualdad (4.16) para /; - 
- 1,2. . — 1. dónde n es un número cualquiera. Tendremos, 


JX 

¡1 


r J 

<- JL 

I-I 

- Pi 

Pn 

- < p " 

Pn -. 

~~ Pk-, 


Multiplicando término a término todas las desigualdades escritas 

obtenemos 

7T<#- ° bicnp " 

Dado que en la última desigualdad la magnitud c •*= p,p¡ es cons¬ 
tante, positiva e independiente del número n, conformo a la observación 
2 del teorema 4.3. el teorema 4 4 queda demostrado. 

obscbvacion a. Se puede exigir que la desigualdad (4.16) (lol 
teorema 4.4 no se cumpla para todos los números sino a partir del 
número k (pues la eliminación de un número finito de primeros 
términos no influye en la convergencia de la serie) 

Los dos teoremas demostrados en el presente punto se denominan 
teoremas de comparación o criterios de comparación 

Aduzcamos los ejemplos de aplicación de los criterios de compa¬ 
ración 
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I. Investiguemos la convergencia de la serie 


2 V* * ^ on< * e &'■>**• 

*—• 1 

Si /* I, ol A*-ésinu» USmiino de lu serio euii.s» diñada no tiendo a coro 
ruando /; — oo. Por lo tanto. s<» intriii¿'C la condición necesaria do 
convergencia do la .'‘Prie y la serie diverge. Si // > 1. oiiIoih-om, 
puesto que para cualquier número /. es válida la desigualdad 



y la serio 2! yr converge, el teorema ’t .'í ile comparación per- 

K..I 

mito afirmar que la serie considerada es convergente. 

2. Investiguemos en cnanto u la convergencia, para lodo a ^ I. 
la siguiente serie’ 


v JL 

¿J ¿a 
A’-1 




('..171 


Esta serio se denomina con Iiccuonria «arte armónica gen*!alnada- 
Debido a que, ruando a sí I, para cualquier número /.' es válida la 
desigualdad 



y la serie armónica 2 Xdiverge **, el teorema de comparación 

A-I 

4.3 permite afirmar que la serie (4.17) es ilivergenVo pora cualquier 

a < 1. 

3. Criterios de d'Alemberl y de Caueliy. Entre los criterios de 
comparación hay dos muy usados, de convergencia de las serios con 
términos positivos, el de d'Alcinbert y el de Cattrhy. Los criterios de 
d'Alemberl y de Candi j se basan en la comparación de la serie con¬ 
siderada con una serie compuesla de términos de la progresión geo¬ 
métrica, a saber, con la serie convergente 


J.-I 


o con la divergente 


Md. 


(418) 


S i-t + i + 1 •• 

fc = l 


i La divergencia de la serio armónica s* estableen nu el p. 2 del t* i. 
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Si /. 1- e-visle un número positero t tal que L 1 t y 

— f - 1. Eli este caso, basándose en la desigualdad izquierda de 
(4.2.11 oblimemos 

> L — e— 1 (para k Ja iV). 

La serie diverge de acuerdo con el teorema 1. El teorema 4.Ti queda 
completamente demostrado. 

OBSERVACIONES AL TEOREMA 4 S 1) 1’rCSlOltlOS lll atenCÍÓl) H 

en el teorema 4.5 (I) no se puede sustituir ln desigualdad 

q -r~ 1 (para lodos los k, partiendo de cierto le) por 
Ph 

l'iii oléelo, confín un 1 n lo doiuoslrrfdo hii Inri orinen U*. la sene «ir- 
inónira (4.12) diverge, pero para esta serie se tiene -■ -f - pp <C 
< 1 (para lodos los mí meros A:)- 

2) Si en las condiciones del teorema (4.5) (II) L - t. no se puede 
decir nada concreto sobre la convergencia de la serie (o sea. para 
1. I el criterio de d'Alomberl *no funcional»). En efecto, para 
la serie armónica (4.12) L — 1. además como sabemos, esta serie 
diverge. M mismo tiempo, pura la serie 


v _L 

k* 


ti—1 


(4 2Í) 


lambién L 1. poro, como se mostrará en el punto siguiente, esta 
serie converge. 

Teorema 4.6 (criterio de Cauch¡/). I. Se pitia todeis los números l, 
o, pui lo menos, partiendo de un número le, es válida la desigualdad 


V^P* < ?< 1 ( k /Ph > 1) (4.25) 


la serie T¡ P* con ” e 'B e (diverge). 

A — 1 

II. Si existe el limite 

Hm */pT-A, (4.2U) 

A-*or 


la serle Pk converge cuando /, < i y diverge cuando L > I 
*~i 

El teorema II suele llamarse criterio de Caeichy en forma límite, 
demostración Consideremos los teoremas 1 y II por separado. 
1) Para demostrar el teorema I adoptemos p\ -- ’f 1 (p'k — 1) Enton¬ 
ces. de la desigualdad (4.25) obtenemos 

Ph < P's (P k > Pk) 


(4.27) 
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Como la serie 2 r » d ut ‘ coincide con la serie (4.18) ((4.19)) converge 
(di\<tfgo), a base del teorema de comparación 4.3, la desigualdad 


(4 27) garantiza la convergencia (divergencia) de la serie 2 Pi, El 


teorema 4.8 (I) queda demostrado. 

2) Para demostrar el teorema (4.(5) (II) es necesario ropo ti r lite¬ 
ralmente el esquema de demostración del teorema 4.5 (II). sustituyen¬ 


do en todos los razonamientos por y p k . 

El teorema 4.8 queda completamente demostrado. 
observaciones al teorema íg 1) Al igual que en el teorema ante- 
rim. oii el 4.8 (I) no so puedo sustituir la desigualdad r^ p¡, '/ <í 1 

por Í/ jh, <1. 

2) Si L — 1. el criterio de Caucliy en lorma límite «no funciona». 
Podemos referirnos a dos ejemplos mencionados en la observación 
correspondiente del crilorio de d'Alembert. 

;!) Surge la pregunta: i.c.uál de los dos criterios, de d'Alembort o 
de Ciiincliy. es el más fuerte? Analicemos esta cuestión respecto a los 
criterios de d'Alunibort y de Caucliy tomados en jornia límite. So 
puede demostrar que de Iti existencia del limite (4 21) se desprende 
la existencia del limite (4.28) y la inualdad de estos límites. (La demos¬ 
tración se da en el complemento I del prosonto capítulo). La afir¬ 
mación inversa a« inválida En electo, es fácil cerciorarse de que 
para la serie 


V . '-Aj l + . a . (4.28) 

4 — 1 


el l'iimLe (4.28) evisle y es igual a 1(2. mientras que el limite (4.2I( 
no existe en absoluto Do este modo, el criterio de Caucliy es más 
fuerte n ,lc ®1 'le d’Alembert. puesto que cada voz que funciona el 
criterio de d’Alembert. funciona también el de Caiicfiy y. al misino 
tiempo. e.MRtoii series (por ejemplo, la serie (4.28)). para las cuales 
funciona el criterio de Caucliy y no funciona el de d'Alembert. A pe¬ 
sar de esto, en la práctica, el criterio de d’Alembert se usa con mayor 
frecuencia que el de Cauchy. 

ejemplos 1) Investiguemos la serie 






12U 
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en cuanto a la convergencia. Apliquemos el criterio de d’Alemhert 
en forma límite. Tenemos 


, (V k)» (^* + !)*♦' *! 1 h I 1 \ hl * 

*i ’ Ph - iTTTii (, *> • 

(4.30) 


Basándose en (4.30), 


lím 


P*. 


Ifm-1-(i-f-4-)* 1 '* 

/,-<*. Ph »-■*, | * + l ' * ' 

— líin — . * lun ( I -•—r-) 2 = 0 • f/'e = (K 1. 

*-•» |'*+t ' * / 


es decir, la serie (4.20) converge 
2) Invosligiunnos la serie 

Ei 


m T 


(4 31) 


en cuanto a la convergencia. Apliquemos el criterio de Caín li\ en 
forma límite. Tenemos 


VJ, 


(4.32) 


Do acuerdo con (4.32), 

A 


lím H / p k = 4- lím V k*'~ -s-< 1. 

k-'X “ fc — 


De esto modo, el criterio de Cuuchy establece la convergen! m do la 
serie (4.31). 

4. Criterio integral de Caucliy — Maclaurin. Dos criterios de 
d’Alembert y de Caucby no sirven para aclarar la cuestión sobre la 
convergencia de algunas series con términos positivos que se encuen¬ 
tran. frecuentemente. Así. por ejemplo, empleando estos criterios, 
no se puede aclarar es o no convergente la serie armónica generali¬ 
zada 



(4.33) 


(a es cualquier númoro real). 

lis verdad que al final del punto 2 liemos establecido que. para 
asgi, la serie (4.33) diverge, pero sigue pendiente la cuestión 


*( Para calcular lím x‘l x , hay que hallar por logaritmos la crpre- 
*-*+» 

móii *',■* y aplicar la regla de [/Hospital. 
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sobre la convergencia de esta serio para a > I. En este punió esta¬ 
bleceremos otro criterio general de convergencia de una serie con 
términos positivos, del cual se desprende, en particular, la conver¬ 
gencia de la serie (4.33) pata a ~> 1. 

Teorema 4.7. (teorema de Cauchy — Maclaurin). Sea que la 
Iunción i (x) es no negativa y no crece sobre toda la semirrecta x ^5 m. 
donde m es cualquier número lijo. Untante*, la serie numérica 

/ (A) / (ni) t- / <m i I) r / <m I 2) I- . . (4.34) 

k=}“ 

conreine si, y sólo *l. [/jara o) e*islc un llnUU de ¡a sucesión 

« 

o, - \ j(x)dx. (4.35) 

»n 

DEMOSTRACION Sea k en.il(|uier número que satisface la condición 
k 5* m -f- 1 y sea x cuab|iiier valor del argumento del segmento 
h - 1<¿ < A-, Dado nno, según la condición, la función / (r) no 
crece en dicho segmento, para lodos los r de dicho segmento son 
validas las desigualdades 

/<4) _/u) <,/(*- I). (4.3H) 

Siendo acotada y monótona, la función / (r) es integrable en el seg¬ 
mento le — 1 5 $ x sj /.• (véase el p 5 del § 4, cap. 1). Más aún, de 
las desigualdades (4.38) y de la propiedad '1° (véase el p. 1 del t¡ (i, 
cap. 1) se desprende que 

a s * 

$ f(k)iUs¿ | f(x)dx < j ¡(k-i)dx 


/ (A) aé: \ f(x)dx^f(k- 1). (4.37) 

i-1 

liemos establecido las desigualdades (4.37) para lodo 4 Js m i- 1. 
Inscribamos estas desigualdades para los valores k - m I I. 
m - 2. ., n. donde n es cualquier número que supera a m. 

n»*-l 

/ (m + 1) s¿ J I M dx ^ / (ni). 

m 

m+C 

f(m-M) íC $ j(x)dx </(m + l). 

***+ i 

/(«)*£ ij j(x)dx f(n+ I). 

/. I 
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Sumando término a término las desigualdades anotadas, obtenemos 

t» n « -1 

2 /(*) =S $ n * ,dx ** S /(*>. (4.3S) 

l | m fc — »n 

Convengamos denotar por el símbolo S„ la n-ésnua suma de la se¬ 
rio (4.34), igual a 

s„= £ /(*>. 

»» 

Adoptando esta denotación y teniendo en cuenta la denotación de 
(4.35), podemos escribir las desigualdades (4.38) del modo siguiente* 

S n — / (m) sT «„ < (4.3!*) 


Las desigualdades (4.311) permiten demostrar fácilmente el teorema 
lin efecto, la fórmula (4.35) evidencia que la sucesión {a „) es no de¬ 
creciente. Por tanto, para que esta sucesión sea convergente, es ne¬ 
cesario y suficiente que osló acotada, lio virtud dol teorema 4.2, 
para que la serio (4.34) sea convergente, es necesario v suficiente que 
esté acotada sucesión ¡5„ ¡ De las desigualdades (4.39) se desprende 
que la sucesión |.9„) est.í acolada si. \ sólo si, lo está la sucesión 
¡a„ ¡. o son, si, y sólo si. la sucesión {«„ ) converge El teorema queda 
demostrado. 

ejemplos 1) Primero apliquemos el criterio integral deCaiictiy — 
Maclaurin para aclarar si es o no convergente la serie armónica gene¬ 
ralizada (4.33). Puesto que la serie (4.33) puede considerarse como 

una serie do 1a forma (4.34) par» ni 1, / (a) jr y 1» función 

/ (a) decrece y os positiva en la semirrecta x > 1, entonces la cues¬ 
tión sobre la convergencia do la serie (4.33) es equivalente a la 
cuestión sobre la convergencia de la sucesión {a„ }, donde 


a 



si 1. 
si a = 1. 


De la íorma de los elementos a„ se desprende que la sucesión {«„ } 
diverge si a I y converge si ce > 1. además, en el último caso 

líin a,, — . De esto modo, la serie (4.33) diverge si ce t (ya 

n—w> a * 

)o liemos establecido anteriorineule por otro procedimiento) y con¬ 
verge si a >■ I. En particular, para a — 2 la serie (4.33) se transfor¬ 
ma en la serie (4.24) cuya convergencia se puede afirmar ahora. 
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2) Investiguemos la serie 

40 

y _í_, 

5“. *ln B k 


(4.40) 


en cuanto a la convergencia aquí (i es un número real positivo fije. 
La secie (4.40) pueile considerarse como una serio de la forma (4.34) 


para n» — 2 y / (x) 


t ln*' i 


. Como la función / (a-) es un negativa 


y no crece en la semirrecta x ^ 2, la cuestión sobre la convergencia 
o la divergencia de la serio (4.40) es equivalente a Ja cuestión sobre 
la convergencia o la divergencia de la sucesión {a„ ¡ donde 

In'-Po-ln-fH s¡ p^. 


" f lii | - |, ^ | I= " ln | -P»-ln 1 ~P 

a,, -= í ‘ 5 dx - < ‘“P I*-* •-*' 

l { l«lnx|S5-lnln»-lnl'i 


2 si p .= l. 


De la forma de los elemento*. a„ se desprendo que la sucesión {«„ ) 
converge si p > 1 > diverge *i p sC t. De este modo, la serie (4.40) 
comcoge si p > 1 y rfiivrge sí p íC 1. 

0. Cr¡ lorio do ltoabe. Los criterio* ilo d'Alomberl y de Catiuhy so basan ea la 
i nuip.iración de lo serio considerada ron la serie quo constitnyu l.i suma da lo 
progresión geométrico. Lógicamente. surge la idea de oblonor criterios más finos, 
basados en la comparación do la seno considerada con oirá-, serios estándar, con¬ 
vergentes o divergente* «má* lentamente* quo la serie on caso do la progresión 
goomélrica. 

En osle punto eslalilccoreinos el criterio basado en la comparación do la serio 
considerada con la estándar, oraminada en el punió anterior. 


y 

*• 


»+^r4 


3® 


+ ■ 


(4.41) 


Teorema 4.8 {criterio itr ttaabe}’). I. Si para todos los números k o. por lo 
menas. ,1 partir de cierto número k es válida la desigualdad *•) 




Ph 

la serie V! p¡ ( converge {di\'tr*t >. 
h = l 

II Si mite el ¡Imite 


lím k («--^ U -)=ó. 
a .s. ' Pk / 


(4.42) 


Í4.43) 


•) Joseph Ludwig Haabe, matemático suiro ItSUl —J8SW). 

»*) Naturalmente, se supone además quo la serio V Ph , » porlir. por 

u- t 

lo menos, de cierto número, tiene términos estrictamente posturas. 
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la sari* ^ l'i, converge cuantío //> 1 '/ cllrerge cumulo L<L i. El teovuniu II 
/r— 1 

suele denominarse criterio «to llaalie en forma limite. 

iiKUOSruAi.irtN Consideremos lo.- lloremos I y II por separado. 

I) T’ara demostrar el teorema I. escribamos la desigualdad (4.42) en li forma 


Pk, i 
Pk 



Ph* 1 
Pk 



C>M) 


Dado pile q 1> I, existo un numero a que satisface las desigualdades j > a > 
> 1. Al desarrollar la función (1 — al* por la fórmula do Maclaiuin <on el 
término residual en forma de Poano (véase el |'. - del § 15, cap.8,1.1), lelilí remo' 


il + j-)“ 1 -r o-r 4 i f.'l 

Adoptiniiio j =- —!ik en lo úllima formula olilcneino» 



Cuino la sucesión 


c ili'M 
' Mk 


valida la desigualdad 


es infinitesimal, u partir de cierto número *•„. es 


t tl'fci 
I* 


Sí 1- 


a 


■ • ill) 


Culi)parando l4.í5) y (4.401, olilenemos la desigualdad 

(l — 1- -j- (»l < >»-.i. 

La tinnpnración de las desigualdades (4.44) y (4.47i da 

-t) 


O.Í7) 


n +1 
vu 


Las última* tleMgmilcimlcs pueden anotar>:e en la f.irm.i 



Como la sene 14.41) converge para a > I y diverge para a — I. las dC'Og.mUla- 
dcs (4.48) y el teorema «le comparación (4.1) permiten afirmar «juc la seri« 
oo 

2 l’k converge (divutgoi. El teorema I queila demostrado. 

2) Al igual que en caso de los criterios de d’.Memlierl y de Canchy. iedu/- 
eanios el teorema II al teorema I. Sea primero £>1. Adoptemos c • 
q = i-\-e—le-P Según la definición de limite (4.44). par» este e se puede 

indicar un numero k t partiendo del cual | k 11- P ^~ 1 )—/. |<t- y. por 

tanto, es válida la desigualdad izquierda de (4.421. Peni si /. < 1, adoptamos 
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«■ = 1 — /. y. empleando la definición de limite (4.43), obtenemos que. a partir 
de un mollero kp es válida la desigualdad derecha (4.42). El teorema 4.8 queda 
completamente demostrado 

onSHKVAClúX Señalemos que eu el teoroma 4.8 (lien la desigualdad izquier¬ 
da de (4.42) no se puede tomar q = 1 (con esto la convergencia de la serie pueda 
dejar de tener lugar! Si 1. — 1. el teorema 4.8 (11) «no funciona» (es posible 
lauto la convergencia como la divergencia de la seriet 
Kir»tpt,0. Investigar la serlo 


Ph. donde p* 
a—2 




j 


.+ 


i 

T=T 


) 


(o ¡-tonal >«) 


eu cuanto a la convergencia (divergencia). 

Es fácil comprobar que los criterios do d'Alemberl y rioCuocdiy no «funcionan!, 
en caso de esta serie. Apliquemos el criterio de Haaho. Es fácil comprobar que 


*(> 


PfcM \ 
Ph ' 


(- 4 ) ’ 


'No es ililieil comprender que, para te-» no. la última fracción tiende a la derivada 
do la función n x eu el punto x - 0, o sea. tiendo a ln a. En virtud del criterio 
de ftanhc, la serio considerada converge si ln a > 1. cr decir, si a > r, y diverge si 
ln n I. «decir, si a < c. Si <i - r, pura aclarar que la serie converge o di vergo 
se neceada una investigación c-omplemonlarta, puesto que el criterio de Kaiibe 
«no funciona». La serio (4.4UI puede servir do otro ejemplo, en cuyo caso el crite¬ 
rio de Haahe «no funciona» 

(i. Auscneia de una serie universal de eumparaoión. Ya liemos señalado 
que los criterios rio il'.Meiuberl y de Caiuliy se basan en la comparación do la 
serio considerada con ln de I» progresión geométricu. eu tanto que el criterio cío 
II,labe, con una serie (4 41) que converge lo diverge) más despacio. 

Lógicamente, surge ln progunla: lerlsie una serte unid-nal qi «o converge 
(o diverge! (iron la lentitud límite!) v la comparación con la cual permitiría estable¬ 
cer la convergencia lo divergencia 1 de cualquier serle con lérnitnns positivos lomada 
de tinlomnno. 

Demostremos que tal serio universal no existe Sean dadas dos series con- 

V re 

Viirgonte- ^ pn \ ^ p' h \ por los Símbolos r n v i¡, denotemos, ros[iertiva- 
S- l »-l 

IB 

iikmiIo su« «-íijimoí resU*?*. Dirowi.is que la serie V /»* ronveri(P máfl despacio 


«Hio 1«» >ec»e V, pt, si lnu 

M-*0 *11 


U. Denlo*! remos que pañi t, </a serle conveniente 


exisir> una serte qne converge despacio que ésta. P n efecto. ,«oo V pt, ctiol- 
quicr ‘«•rio convergen le; sea t n su »»-rsimo resto Demird remos que Ja sene 
V Pi,. donde *) pj, — V"r* - t — Vn< converge unís despacio que la sorio 


•’ Por r, tomamos toda J.i suma V f", 
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V p b . |’,n realidad, si r'„ as ol n-ésimo resto de la serie 2 p' k . enlomes, 
k-t *=1 

lira lim -^ = 0 . 

n—« ' n ri-w K r n 

Demostremos ahora la ausencia do la serio convergente universal, la com¬ 
paración con la cual permitiría deducir la convergencia do cualquier serie con¬ 
vergente tomada do antemano. En efecto, «i existiera esta serie convergente uni¬ 
versal T] p t , al tomar para ella la serie anteriormente construida y p'k 
A-j a- i 

obtendríamos que 


tnii - 77 - lint 


r»-i —m _ 

VnTTi—V f * 


lím (V'»-|H-V'I )“0 


De este Diodo, de la comparación con la serie pk no permite deducir que ln 
« 

arle y. p'k es convergente. De manera analoga se demuestra la ausencia de 

»—1 

la serie divergente universal, la comparación con la mal permitiría dcdiicir'qiie 
cualquier serie divergente lomada de antemano es divergente. 


§ 3. Serles absoluta y condicionalmente convergentes 

1. Conceptos de series absoluta y condicionalmente convergentes. 
Pasamos a examinar series cuyos términos son números reales de 
cualquier signo. 

Definición 1. La serie 

S "* (4.48) 

A= 1 

se denominará absolutamente convergente -t converge la serie 

2 l«*|. (4.50) 


Señalemos que en esta definición nada dice de sí se supone o no 
Ja convergencia de la propia serie (4.48). Esta suposición seria exce¬ 
siva puesto que es válido el teorema siguiente. 

Teorema 4.9. De la convergencia de la serie (4.Ó0) se desprende la 
convergencia de la serie (4.49). 

demostración Empleemos el criterio de Cauchy para la serie (es 
decir, el teorema 4.1). Es necesario demostrar que para cualquier 
t >. 0 existe un número N tal que para todos los números n que sa- 
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tisíacen la condición n N y para cualquier p natural, 

"+p I 

S *»»<*- (Ó.51> 

fc-=»l+l 

Fijemos cualquier e >0. Dallo que la serio (4.50>convorge, en vir¬ 
tud del teorema 4-1, existe un número .V tal que para lodos los nú¬ 
meros n que satisfacen la condición n ^ A' y para cualquier p na- 
lural 

l“*l Ce. (4.52> 

*™n+l 

Feiuendo en cuenta que el módulo de la suma de varios sumandos no 
supera a la suma de sus módulos, podemos escribir 

I *‘+J* I n+j» 

2 «í 2 l«*l- (4.53> 

| k~n+l | A«n-M 

Coniparando las desigualdades (4.52) y (4.53). obtenemos Ja desi¬ 
gualdad (4.51). Fl teorema queda demostrado. 

Definición 2. La serie (4.111) se denomina condictonalmente con- 
i cruente si converge, mientras que la serie correspondiente de los módu¬ 
los 1 1.50) diverge. 

La serie 


v 

¿j 

v—i 


- i_L 

k' 1 ■>“ 


i 

.r* 




donde a 


i, 


puede servir do ejemplo de serie absolulamciUe convergente, puesto' 
que, si u 1, la serie (4.33) converge. Demos un ejemplo de serie 
condiclonalmente convergente. Demostremos la convergencia condi¬ 
cional de la serie 


V <-«)»-» i * I ._. -O"- , 

e-¡ k 2 ' 3 4 n + 

*—I 


(4.54) 


Como la serie corrcspondionle de los módulos (serie armónica), se¬ 
gún ya sabemos, diverge, para demostrar la convergencia condicio¬ 
nal de la serie (4.54), basta demostrar que esta serio converge. De¬ 
mostremos que la serie (4.54) converge al número lu 2. En el p. 2 
del § 15, cap. 1 hemos desarrollado la función Iii (1 + x) por la 
fórmula do Maclauriu 

In (í + x) =*-4 + 4 -4+ . . • +( - ir- + ff 0+ , (X). 

(4.55). 
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]in al mismo ponto, para todos los r del -segmento 0 ^ i I está 
obtenida la siguiente estimación del término residual: 

l^»+i (*)l 

Adoptando en las fórmulas (4.55) 

1" - 1 - T T T 

dundo 


n I 

(4.5») r 


l. tendremos 

n n » (i) 


fi)l< 


.. 11 


bien 


Í t , 1 i 

‘-T+T-T-* 


i - i }**- 1 


] i n 2 <-4-7- 

J n -i-1 


Designando por S„ la n-ésima suma parcial de la serie (4.54), pode- 
mos escribir la última desigualdad en la forma 

|.V„-ln2K 7 4 T - 

De este mudo. Ja diferencia S„ — ln 2 es una sucesión ¡iirinilesim.il, 
lo i|iio demuestra la convergencia de la serie (4.54) al número ln 2. 

2. Sobre la reordcnación de los términos de una serle eondicional- 
menlc convergente. Una de las propiedades más importantes do la 
suma de un número finito de sumandos reales es la propiedad coiimu- 
tolu’ii. Esta última afirma que la suma no cambia al eouinntar los 
sumandos. Ilógicamente, surge la pregunta: .'signo siendo o no válida 
esta propiedad para la suma de una serie convergente, es decir. 
puede o no cambim■ la suma de una sene convergente al renrdenar los 
témanos de esta serte1 En el presente punto aclararemos osta cuestión 
respecto n lina serie eondlrionalmenle convergente. Empecemos la 
consideración examinando una rcordeimcióu concreta de los térmi¬ 
nos de la serie |4.54). Para mayor comodidad, escribamos la serio 
(4.54) en la forma 


t 1 i f_L-i. 

1- T + T —T 


(4.51» 


Al finalizar el punto anterior liemos demostrado que la serie (4.54) 
converge condicionalmente y tiene la suma S — ln 2. Reordemunos 
aliora los términos de la serie (4 54) de modo que después de tm tér¬ 
mino positivo estén dos negativos. Como resultado de esta roordona 
•ción de términos obtenemos la serie 


, i « , i i J,_i { !_í_Ll 

1— I“T + T“T''T 1 1 \ 2k-1 ik- 2 4 kl 


H- - 


(4.57) 
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Demostremos que la serie (4.57), obtenida como resultado de dicha 
reordenacióu de los términos de la serie (4.54), converge y tiene una 
suma dos veces inferior a la de la serie (4.54). Denotaremos las 
m-ésimas sumas parciales de las series (4.54) y (4.57) por los símbo¬ 
los S m y S' m , respectivamente. Podemos escribir: 


( 2*-l 

A=1 


Así, pues. 


Luego, es obvio 


h —I 



‘ v / 1 > ] 

1- —S» 


2 1 2 k—\ 2 k) 

*—l 

1 — 2 "a.m* 

que 

k’s« = ~2 ^am- 

(4.58) 

*^3m- 

1 

(4.59) 

5jm- 

2 =*Sjm-l + 4m _ 2 . 

(4.60) 


Pues Lo que lím S 2m 5. pasando al limito, para m -»• oo de las 
fórmulas (4.58), (4.59) y (4.00) obtenemos 

lím ó'ám = - 5 - S, lint -Sám-t—-s-S, lím Sj.n -2 = 

m—rxt w m—"o m—<*> ¿ 


Por lo tanto, queda definitivamente demostrado que la serio (4.57) 
converge y tiene una suma igual a Como 5 = ln 2 ^ 0, es ovi¬ 

dente que 4- S S. Por tanto, como resultado de la reordenación 
anteriormente mencionada de los términos cambió la suma de la serie 
condícionalmente convergente (4.54). El ejemplo concreto considerado 
más arriba muestra que Ja serie condicionalmente convergente no 
posee la propiedad conmutativa. La siguiente, afirmación notable, 
formulada por Riemann. aclara completamente la cuestión sobre 
la influencia de las reordenaciones de los términos en la suma de una 
serie condícionalmente convergente. 

Teorema 4.10 (teorema de Riemann). Si una serie converge condi¬ 
cionalmente, cualquiera que sea el número L tomado de antemano, se 
puede reordenar los términos de la serie de modo que la serie lram¡ar¬ 
mada convergirá al número L 
demostración Sea 

2 «a 

*= 1 




(4-01) 
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serie arbitraria comlicionalmente convergente. Mediante p tl p¡, p 3 . ... 
denotaremos los términos positivos de la serie (4.61), escritos en el 
mismo orden en que se encuentran en esta serie, y mediante 

9l , r/„, q 3 . los módulos de los términos negativos de la serie (4.61), 

escritos en el mismo orden en que se encuentran en esta serie La 
serie (4.61) comprende un número infinito de términos tanto positivos 
como negativos, puesto que si se tuviera un número finito de términos 
de un signo, eliminando un número finito de primeros términos que 
no influyen en la convergencia, obtendríamos una serie compuesta do 
términos (le un signo, para la cual la convergencia significarla la 
convergencia absoluta. Así, pues, con la serie (4.61) están ligadas dos 

series infinitas con términos positivos p» y S 2a- La primera do 

x— 1 *=1 

estas series se denotará por el símbolo I’ y la segunda por Q De¬ 
mostremos que ambas series P y Q son divergentes. Por el símbolo 
S n denotaremos la n-ésima suma parcial de la serio (4.61), por /'„, 
la suma de todos los términos positivos que integran S,„ por <?„, 
la suma (le los módulos do todos los términos negativos que integran 
S„. Entonces, es obvio que S n = P„ — Q,¡, y como, según la con¬ 
dición, la serie (4.61) converge a un número S. se tiene 

Km (P« - 0n> - S. (4.62) 

n-o> 

Por otra parte, ya que la serie (4.61) no converge absolutamente. 

Jim ( P n 4- (>„) = 00 . (4.63) 


Comparando (4.62) y (4.63), obtenemos lím />„ — 00 , lím Q„ = 

es 00 , es decir, queda demostrado que arabas series P y Q divergen. 
De la divergencia de las series P y Q se desprendo que aun después 
de eliminar cualquier número finito de los primeros términos do estas 
series, entre los términos restantes, tanto de la serie P como de la 
serie Q, podemos tomar un número tan grande de términos que su 
suma superará a cualquier número tomado de antenamo. Basándonos 
en este hecho, demostremos que se puedo reordenar los términos de 
la serie inicial (4.61) de modo que, como resultado, se obtiene una 
serie convergente al número L tomado de antemano. En efecto, obte¬ 
nemos la serie necesaria del modo siguiente. En primer lugar, de la 
serie inicial (4.61) elejimos exactamente tantos términos positivos 

p„ p 2 , p,.pn que su suma p, + Pt + - - • + Pft, supere a L. 

A continuación, añadamos a los términos elegidos exactamente tantos 
términos negativos — 9 ,, — 9 ., .... —9o, q ue 1 ® suma común p¡ -\- 
+ p a + . . . + p h , - 9 , — - ... — q k . sea menor que L. 

Ademas, volvamos a añadir exactamente tantos términos positivos 
p kl+ „ p*, +4 . pn, que la suma total p, -4- p 2 4- ... Pa, — 9i — 
- — Va. 4- Pa,+i + - - • + Pa, se® mayor que L. 1 or 
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razonamientos análogos obtenemos una serie infinita que comprende 
todos tos términos de la serie inicial (4.61), puesto que tendremos que 
añadir cada vez por lo menos un término positivo o negativo de la 
serie inicial. Queda por demostrar que la serie obtenida converge a L. 
Observemos que en la serie obtenida se alteran sucesivamente grupos 
de términos positivos y grupos de términos negativos. Si la suma parcial 
de la serie obtenida termina en un grupo completamente acabado , la 
diferencia de esta suma parcial respecto del nñiuero L no supera al 
módulo de su último término*). Si la suma parcial termina en un 
grupo no completamente acabado. la diferencia de esta suma parcial 
respecto del número L no supera al módulo del último término del 
penúltimo de los grupos. Para establecer que la serie converge hacia 
L, basto cerciorarse de que los módulos de los últimos términos de 
los grupos forman una sucesión infinitesimal, lo que se desprende di¬ 
rectamente de la condición necesaria de convergencia do la serie 
inicial (4.G1). El teorema de Hiemann queda demostrado. 

3. Sobre la reordenación de los términos de una serle absoluta¬ 
mente convergente. En el punto anterior hemos demostrado que 
una serle condlclonalmente convergente no posee la propiedad conmu¬ 
tativa En este punto demostraremos que para toda serie absoluta¬ 
mente convergente es válida la propiedad conmutativa. 

Teorema 4.11 (teorema deCauchy). Si una serte converge absolu¬ 
tamente. toda serle obtenida a partir de la dada reordenando los térmi¬ 
nos también converge absolutamente y tiene la misma suma que la serie 
dada. 

demostración Sea que la serio 

30 

u h (4.64) 

converge absolutamente y la suma de esta serie es igual a S. Sea, 

además, 

2 “* < 4 ' 65 ) 

/■— ■ 

una sene obtenida de la serie (4.64) reordenando los términos. Es 
necesario demostrar: 1) que la serie (4.65) converge y tiene una suma 
igual a .9, 2) que la serie (4.65) converge absolutamente. Demostremos 
primero la afirmación 1). Es suficiente demostrar que para cual¬ 
quier e > O existe un número N tal que para n > N 

n i 

2 u k — s <K. (4.66) 

fc=*-l | 

Fijemos »ns>fl arbitrario. Dado que la serie (4.64) converge abso¬ 
lutamente y tiene una suma igual a S, entonces, para e > O elegido. 


*> Puesto que añadimos términos al grupo dado exactamente basta que la 
suma total supera al número L. 
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se puedo indicar un número .Y 0 tal que serán válidas las desigualda¬ 
des 


A'o+p 

luJ <-=- (p os cualquier número natural) 

u=iVo+i ¿ 




«/> 

2 


(4.67) 

(4.68) 


Escojamos ahora el número N tan grande que cualquier suma 
parcial S'„' de la serie (4.65) con un número n mayor quo N compren¬ 
da todos los primeros Ñ a términos de la serie (4.65)**). 

Estimemos la diferencia que está en el miembro izquierdo de 
(4.66) y demostremos que, si n > N. para esta diferencia es válida 
la desigualdad (4.66). 

En efecto, dicha difereucia puede representarse en la forma 


¿ u),2 u* — ¿ 1 ( S »* — ■$)• (4.69) 

Vd-i »-i / \u- i / 


Puesto que módulo de la suma de dos magnitudes no supera a la su¬ 
ma de sus módulos, a partir de (4.69) obtenemos 


ti 



h^i 




(4.70) 


De las desigualdades (4.68) y (4.70) es evidente que para demostrar 
la desigualdad (4.66) basta demostrar quo pera n > N 



(4.71) 


Para demostrar la desigualdad (4.71), advirtamos que para n Js N 
en la primera de las sumas del primer miembro de (4.71) comprende 
todos los N a primeros términos de la sene (4.64). Por consiguiente, la 
diferencia 


S «á — 


ÍU 

t-i 


(4.72) 


es suma de (n — N 0 ) términos de la serie (4.64), cada uno de cuyos 
números supera a N 0 . 

Si escogemos un p natural tan grande que ol número N„ + p 
supere a los números de todos los (n — 7V„) términos de la suma que 

*) En las desigualdades (4.07) y i4.C8) se puede lomar un mismo número Yo. 
En efecto, escribiendo con anticipación las dos desigualdades mencionadas ton 
distintos números .V*. podemos tomar el máximo entro tos números AV 

**) Se puede escoger este número -V. puesto quo la serie (4.65) se obtiene de 
la (4.64) reordenando los términos 
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acabamos de indicar, para la diferencia (4.72) será válida, en todo 
caso, la desigualdad 

SuÍ-EUTkI- (4-73) 

A= I A-ll A=n t + I 

De las desigualdades (4.73) y (4.Ü7) se desprendo la desigualdad 
(4.71). Por lo tanto, queda demostrada la desigualdad (4.66), o sea, 
queda demostrado que la serie (4.65) converge y tiene una suma igual 
a S. Queda por demostrar la afirmación 2) de que la serie (4.65) con¬ 
verge absolutamente. La demostración de esta afirmación se infiere 
de la afirmación 1) si la aplicamos a las series 

2 i“i.l y 2 i“*l- ( 4 - 74 ) 

*r—! 

Además, se demuestra la convergencia do la segunda do la serio 
(4.74), es decir, la convergencia absoluta do la serie (4.80). líl teore¬ 
ma 4.11 queda completamente demostrado. 

§ 4. Operaciones aritméticas con las series convergentes 

En el presento párrafo consideraremos la cuestión sobre la posi¬ 
bilidad de sumar ,v multiplicar término o término las series conver¬ 
gentes. 

•» "© 

Teorema 4.1'¿. Si don series ^ u* y T. v k convergen y tienen sumas 

1 

90 

Iguales a U y V, respectivamente, la serie E (u,. ± v¡,) también con¬ 
verge y tiene una suma igual a U ± V. 

demostración Denotemos n-¿simas sumas parciales de las series 
2 “a. Zfi. y 2 (“k =fc !••*) por U„. V„ y S„, respectivamente. Enton¬ 
ces, es obvio que S„ = U„ ± V n . Dado que lím U „ “• U, 

n-*oc 

lím V'„ = V, según los teoremas 3,‘J y 3.10 del l. 1, existe un lí- 

II - «O 

mito lím S n — U ± V. El teorema queda demostrado. 

Oe este modo, se puede sumar y sustraer término a término cuales¬ 
quiera series convergentes. 

Pasando a la cuestión sobre la posibilidad de multiplicar las 
serios término a término, demostremos la siguiente afirmación. 

oo oo 

Teorema 4.13. Si dos series E “a y 2 v¡ convergen absolutamente 

A-l 1-1 

y tienen las sumas iguales a V y V, respectivamente, la serie compuesta 
de lodos los producios de la Jornia 
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u t o, (A = 1, 2. . . I = 1. 2, . . .). 

enumerados en cualquier orden, también converge absolutamente y su 
suma es igual a UV. 

demosthai.ióiw Denotemos por u. - ,, w ¡, w s , . . . los productos de 
la forma u,,v¡ (A = 1, 2, . . I = t, 2, . . .)■ enumerados en cual¬ 
quier orden. Demostremos que la serio 2 I “’t I converge. Soa S„ 

i=i 

la /í-ésima suma parcial de esta serte. La suma S n se compone de 
términos de la forma | u s t'¡ |. Entre los índices k y l de estos térmi¬ 
nos quo integran la suma S„, existe un índice máximo que se deno¬ 
tará por m. 

Entonces, en todo caso, 

5» < (I «i | + I «i I + • • • + I «- I) (I »i I + I "a I + • • • 

... + I u m |). (4.75) 

En el segundo miembro de la desigualdad (4 75) se halla el producto 
de m-ésimas sumas parciales de las series V, | u k |y 2 I v¡ I- Dada 
la convergencia de dichas series con términos positivos, (odas sus 
sumas parciales (y, por tanto, su producto) están acotadas. Por eso, 
lo está también la sucesión de las sumas parciales {¿>„}, lo que de¬ 
muestra la convergencia de la serie 2 I “’t I- es decir, la convergen¬ 
cia absoluta do la serie 2 “'(• 

Queda por demostrar que la última serie tiene una suma S igual 
a UV. Como esta serie converge absolutamente, en virtud del teore¬ 
ma 4.11, su suma S no depende del orden en que la sumamos. Cual¬ 
quiera que sea la sucesión (y, por tanto, la subsueesián*)) de las su¬ 
mas parciales do esta serie, ella converge al número S. Pero, en este 

OO 

caso, la suma S de la serio 2 u>¡ os, sin dudo, igual a UV, puesto 

que precisamente a este número converge la subsueesián W m de las 
sumos parciales de esta serie, de la forma 

Wm - («i + «*i + ■ ■ ■ + “m> (*’,+«'.+ ••• + u m) m 

El teorema 4.13 queda demostrado. 

Observación Para numerosos fines es conveniente escribir el 
producto do las series 

2 u„ y 2 

A=t *=1 

en la forma 


*) En virtud del p. 1 del § 4. cap. 3, t. 1- 
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(I "*)(!»- 

= + (u,t > 2 + **i*'i) -{-•••+ («it'ft-i + - - - + “ii-ií’i) + 

Sin demostrar, señalemos que la serie obtenida multiplicando dos 
series término a término mediante dicho modo especial, converge 
también si sólo una serie de las dos series a multiplicar converge 
absolutamente. Si ambas series convergen coudicionalmente, multi¬ 
plicándolas término a término incluso según esta regla, como regla, 
se obtiene una serie divergente. 


§ 5. Criterios de convergencia de las series arbitrarias 

En el § 2 hemos establocido algunos criterios de convergencia de 
las series con términos positivos. En el presente párrafo examinaremos 
los criterios de convergencia de las series con términos de cualquier 
signo Así, pues, sea 

2 u„ (4.70) 

/¡-i 

una sene, cuyos términos tienen signos cualesquiera que sean. Ante 
todo, observamos que para establecer la convergencia absoluta do 
esta serio, es decir, para establecer la convergencia de la serio con 
términos positivos 

2 

1-1 


se puede aplicar cualquiera de los criterios del § 2 (criterios de 
d'Alembert, de Cauchy. de Raabe o criterio integral). Sin embargo, 
ninguno de dichos criterios da la posibilidad de aclarar la cuestión 
más sutil sobre la convergencia condicional de la serie (4.7fi *). 


•l Además, observemos que los criterios de d'AlomlKTL y de Cauchy pueden 
aplicarse para establ+ccr la divergencia de una serle con términos de cualoulor signo 
(4.715j. En efecto, caila vez que el criterio do d'Alembert o do Cauchy hace colis¬ 
eo 

tar 1« divergencia de 2 I *•* I* P ésimo término do la serio (4.70) u h no 
tiende a cero cuando k oo, o sea, la serio (4.76) diverge. A título de ejem¬ 


plo establezcamos que lu serie 5] A! (y)* diverge para cualquior valor 

fijo de x que satisface la desigualdad I j | > e. Subrayemos que es difícil com¬ 
probar directamente que el A-csioio término de la sene considerada no tiendo 
a cero cuando oo. Apliquemos el criterio de d'Alembert a lu serie considera¬ 
da. Denotando el A-ésimo término de esta serie por a*, tendremos ^ *1 ~ = 

——LLi—_<d e onde líui y = — > 1 . ha divergencia de la 

»-» I <u I « 

serio queda demostrada. 
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A continuación tíos pondremos a buscar criterios más finos que 
permitan establecer la convergencia de la serie (4.76) también 
cuando esta serie no es absolutamente convergente. 

I. Criterio de Leibniz. El criteno de Leibniz se refiere a un 
tipo particular muy difundido de la serie (4.76), a la llamada serie 
alternada Una serie se denomina alternada si los términos de esta 
serie tienen alternativamente ora signo positivo ora negativo. Es 
conveniente escribir la serie alternada de modo que sean definidos 
los signos de todos sus términos, es decir, en la forma 

Pi — P* + Pd ~ • • • + (—i)* - '/»* + • • • (4.77) 

donde todos los p h > 0. 

Teorema 4.14 (criterio de Leibniz). Si los términos de una serie 
allernuda, tomados por módulo, forman una sucesión infinitesimal no 
creciente , esta serie converge. 

observación i. Una serie que satisface las condiciones dol teore¬ 
ma 4.14 se denomina frecuentemente serie de Leibniz. 

demostración dkl teorema t u Supongamos que viene dada la 
serie (4.77) y se conoce que la sucesión {/>*} es no crecionle e infi¬ 
nitesimal. La suma parcial de orden par de esta serie S „„ puedo escri¬ 
birse en lo forma 

S t „ “ (p, — Pi) + (Pj — pj + • • • t (P».i-i — Pin)- (4'76) 

Dado que en (4.78) toda expresión entre paréntesis es no negativa*). 
está claro quo si n crece, la sucesión no decrece. 

Por otra parle. S in puede escribirse on la forma 

•5 m ■=/>!- (Pt ~ Ps) ~ (P* - Ps) - 

• • • — (Pi n-2 — Pan-t) Psn> 

de donde es evidente que para cualquier número n habrá S 2 „ íj p¡. 
As', pues, la sucesión de las sumas parciales pares S sn no decrece y 
está superiormente acotada. En virtud del teorema 3.15 del tomo 1, 
esta sucesión converge a un número S, o sea, lím $ s „ = S. De la 

n-»co 

igualdad evidente S,„ = S -+- p 2n y de los que lim p¡„ — 0 

rt — oo 

se desprende quo la sucesión de las sumas parciales impares {5 2 „_,) 
también converge al mismo número S, o sea, lím 1 = S. Así, 

pues, toda la sucesión {S„} converge a S. 

Observación 2 Demostrando el teorema 4.14, descubrimos qui¬ 
la sucesión de las sumas parciales pares {S,„¡ converge al límite S 
sin decrecer. De un modo análogo, de la igualdad 


*) Debido a que (fu) no crece, es decir, />* 
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•S 2 n-i = Pi ~ (Pz ~ Pi) ~ (Pi ~ P>) ~ ■ 

■ • • — (Pin-t ~ Psn-i) 

se infiere que la sucesión de las sumas parciales impares {S 4 „_,} con¬ 
verge al límite 5 sin decrecer. 

De esta manera, para cualquier número n 

S tK s <: S 2n -,• (4-79) 

Puesto que S tn .¡ — S,„ = p,». de las desigualdades (4.79) se des¬ 
prende que S — S in p¡„ y ¿'-¡n-i — S ^¡.Psn-i- P°J 1° 

tanto, obtenemos que para cualquier número n es valida la desi¬ 
gualdad 

I S„ - S I <p„. (4-80) 

La desigualdad (4.80) se usa ampliamente al realizar los cálculos 
aproximados con ayuda de las series. 

En calidad de ejemplo, consideremos la serie que anteriormente 
liemos usado más de una vez 

¿ i=^l.. I -4 + 4--4 + ... + i=^ + ... (4.8!, 

Ir-rl 

Observemos que la serie (4.81) es lu serie de Leibniz, y, por tanto, 
su convergencia se desprende del teorema 4.14. Por ejemplo, sea 
que es necesario calcular la suma de la serio (4.81), es decir, el nú¬ 
mero In 2. con una exactitud de hasta ~ . Conforme a la estimación 
(4.80), esta suma coincide, con la exactitud necesaria, con S iv u = 
_ . 1,1 1 , _L 

— 1 2 "i- 3 4 + ' • • lo" • 

2 Criterio de Dirichlet — Abel. Para establecer otro criterio 
fino de convergencia de las series, deduciremos una ¡doutidad inte¬ 
resante, análoga a la fórmula de integración por partes. Sean 
u¡ , u ¿ . «„ . . ., i>¡, v¡, t’j, . . . números completamente arbitrarios, 
S„ -- a, -f a¡ + • • + u„, n y p, números cualesquiera. Entonces 

es válida la siguiente identidad: 

S “xf* — ¿ (l'x — C-’h+t) + ■f’n+pt'nre — (4.82) 

fc—n *=« 

La identidad (4.82) suele llamarse identidad de Abel*). 

•i Sí la igualdad (4.82) se escribe en la forma 

T4+p n+D -1 

2 (Sk — •Sft_ 1 = 5n*. f * í 'n*p — ¿j *>h ív k*i ,; k )« 

k=n ** r * 
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Deducción de la identidad de Abel. Consideremos que u k = 
= S* — 5ft_, y pongamos este valor de u¡, en el segundo miembro 
de (4.82). Obtenemos 

n+p n+p n+p 

2 u h v k = 2 2 

A=ft A*--n *=n 

En la última suma disminuyamos el índico de sumación k en la uni¬ 
dad. Obtenemos 
n-H» n+i» n+r.-t 

2 U h' ; h ~ 2 $h V k — 2 •S* l; A+l srr 

/«»n /«T-n k-n-i 

n+p—I n+i.-l 

~ 2 Sh l 'h + Sn + p l 'n+r — 2 $k v k+i — ^n-i v n 

/i=n *=n 

= ¿j -Si. U't — tt+ll + íntífn+li — ■Sn-lt'a- 

Hemos obtenido una expresión que coincido con el segundo miembro 
de (4.82). Por lo tanto, la identidad de Abel queda demostrada. 
Teorema 4.15 (crilerio de Dirichlet — A bel). Sea dada la serle 

2 <W (4-83) 

p-i 

La serle converge *t se cumplen dos condiciones siguientes: 

1) ín sucesión {<•’,,} es no creciente e infinitesimal ; 

2 ) la serte 2 u h tiene una sucesión acolada de las sumas par- 

/l—l 

dales. 

DBMOSTüaciox Mediante S„ denotemos la n-ésimn suma parcial 

de la serie 2 u ir Según la condición, existe un número M > 0 tal 

que | | ^ AI para todos los números n. En virtud del criterio de 

Cauchy, es suficiente demostrar que para cualquier e > 0 existe un 
número N tal que para n > A' y para cualquier p natural 


n+p 

2 u k v k Ce. 


Sea dado cualquier e > 0. Dado que la sucesión {n*} es infinitesimal 
y no crece, para el número positivo existe un número A tal que 

0^®* < -r4r (para n^sN). (4.85) 


se hace evidente que la transformación de Abel es, en realidad, una fórmula 
de sumación por parles, siendo una fórmula do diferencias, anóloga a la do 
integración por partes 
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Ahora, para estimar la magnitud del segundo miembro de (4.84), 
apliquemos la identidad de Abel (4.82). Teniendo en cuenta que el 
módulo de la suma de varias magnitudes no supera a la suma de sus 
módulos, el módulo del producto es igual al producto do los módu¬ 
los y que o» > f*+i. obtenemos 

2 ^ 2 I $k I ( v ii —t'a+i) + I S**t> 1 fo+r +1 •Sn-i I 'V (4-86) 

h^n k*=n 

En el segundo miembro de (4.8G) empleemos la desigualdad | S n | ^ 
^ M, válida para lodos los números n. Obtenemos 

n+)> i ("‘tü -1 1 

2 u h v h 2 (•»»—t'»+i) + + Mv„. (4.87) 

h—n I 1 *~n • 

Además, observemos que la suma ontre llaves es exactamente igual 
a u n . En esto caso, la desigualdad (4.87) toma la forma 

I 2 “»»* I (4.88) 

| h-mtl 

Ahora, si en el segundo miembro de (4.88) ompleamos la desigual¬ 
dad (4.85). obtenemos que para »>iVy para cualquier p natural es 
válida la desigualdad (4.841. El teorema queda demostrado. 

ocseuvacion. El teoroma 4.14 (criterio de Leibniz) es un caso par¬ 
ticular del teoroma 4.15 cuando*) u* =■ (—l)* -1 . 

cjemplos 1. Investigar la serie siguiente en cimillo a la conver¬ 
gencia: 

* 1 2 ~5 ^ T "s — ”5 +■••• + 3n — 2 r a« — 1 iüT ’ 

Dicha serie puedo considerarse como una serie de la forma (4.83) 
para 

\ < “i — !• «*a”"l, “j” —2, = iij=li »* = ¿, ... 


Es obvio que: 1) la serie 2 «* posee una sucesión acolada de las 

sumas parciales: S| = 1. S s = 2. 5 3 = 0, 5\= 1. 5 S = 0, .7 0 = 0, ...; 
2) lu sucesión {«?*} no crece y es infinitesimal. Según el teorema 
4.15. la serie considerada converge. 

2 Aclaremos la cuestión sobro la convergencia de la serio 

2 costa ^ dondo x es un número real fijo. Empleando las (lesig- 


*) Es obvio que la serie “»== 2 (—l)* 1-1 = t —1 + 1 —1+... tiene 
a=.t e—i 

una sucesión acotada de las sumas parciales. 
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naciones del teorema 4.15, hagamos u» = cosAí, v h = i/k. Estimemos 

os 

la sucesión de las sumas parciales S n do la serio 11 1 , ■ Como 

*=1 

para cualquier número A 

sen (A + -Í-) x —sen (A —y) x — 2 sen y eos Ax, 
sumando esta relación respecto do A- de 1 a n. obtenemos 

n 

sen (" + y) x — sen-j*»» 2 sen-y 2 eos Ai — 2S„ sen ~. 

t-i 

De aquí. 



Así, pues, para cualquier x no múltiplo de 2n la sucesión de las 
sumas parciales S„ está acotada: 

|5»l<-¡—4-r- 

son y 

Según ol teorema 4.15, la serie considerada converge para cualquier 
valor x no múltiplo de2n. Si x es múltiplo de 2n, la serie considerada 
se transforma en armónica y, según hemos demostrado anteriormen¬ 
te, diverge. 


§ 6. Productos infinitos 

1. Conceptos fundamentales. Al concepto de producto numérico 
infinito os muy similar el concepto de serie numérica. Sea dada una 
sucesión numérica infinita i»,, v t , . . ., v„, . . La expresión escrita 

formalmente en la forma 

ce 

«Ws ■■ -v* ... - 1! (4.89) 

suele denominarse producto infinito. Los elementos v¡, suelen llamarse 
términos del producto infinito dado. El producto de los primeros n 
términos del producto infinito dado suele denominarse n-ésimo pro¬ 
ducto parcial y denotarso por el símbolo P„: 

« 

l\ = «V*» ... v„ j I v u . 

h =I 
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El producto infinito (4.89) se denomina convergente si la sucesión de 
los productos parciales P„ tiene un límite finito P. distinto de cero*). 
Si el producto infinito (4.89) converge, dicho límite P se denomina 
valer de este producto infinito, es decir, se escribe 

/>= ri”*- (4-90) 

Subrayemos que la igualdad (4.90) tiene sentido solamente para un 
producto iufiuito. Está claro que la consideración de los productos 
infinitos es, en esencia, una nueva forma de estudiar las sucesiones 
numéricas, puesto que a todo poducto infinito dado le corresponde 
unívocamente la sucesión de sus productos parciales, y a toda suce¬ 
sión numérica {P*}. cuyos elementos so diferencian do cero, 
le correspondo unívocamente un producto infinito, para el cual esta 
sucesión os una sucesión de productos parciales (baste tomar los 
términos dol producto infinito iguales a v k = ~— para /(>1 y 
v, - 

Teorema 4.16. Una condición necesaria de convergencia del pro¬ 
ducto infinito (4.89) es que su Ic-ésimo término tienda a la unidad 
cuando k oo. 

Demostración. Sea que el producto infinito (4.89) converge y 
tiene un valor P diferente de cero. Entonces, líni P¡,. l = 

h—oo 

= lím P k = p 0. Dado quo o* = -¡r 1 - . entonces lím v k 

h—oo *"-» «i--" 

existe y es igual a la unidad. 

Observemos quo la eliminación de cualtjuier número finito de 
términos de un producto infinito (naturalmente, si entro estos tér¬ 
minos no hay términos que sean iguales a cero) no influye on la con¬ 
vergencia de este producto. Dado que. según la definición anterior¬ 
mente adoptada, un producto Infinito que tiene, por lo menos, un 
término igual a cero so considera divergente, on adelanto no examina¬ 
remos en general los productos Infinitos que tienen por lo menos un tér¬ 
mino igual a cero. 

r„IEMl'U>S DE 1-noDt'CTOS INFINITOS. 

DO 

l [I C0S "7T‘ cos Y c " s • cos tt • - (4.91) 

i»=i 

(.£ es cualquier número fijo). 


+ \ El hecho do quo pai-a P = O el producto iniiniu» sucio considerarse 
dlvprgcnttt y, pese a tener carácter convencional, permite, como lo veremos on 
adelanto. verificar una analogía precisa entre la convergencia do las series y «lo 
los productos infinitos. 
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Demostremos que el producto infinito (4.91) converge y tiene el 
valor "‘rc x . Calculemos el n-ésimo producto parcial 

P„=-cos|-cos-p-... cos-^-. (4.92) 

Multiplicando los dos miembros de (4.92) por sen ~ y empleando 

sucesivamente la fórmula del seno de) ángulo doblo seu 2y = 
= 2 sen y eos y, obtenemos 

/•„ sen -j¡T=-^r »?'»■*- 


De la última fórmula *). 

P„ = 


(t) 

«(*) 


Debido a que la expresión entro llaves tiende a la unidad para n -*■ oo 
(en virtud del primer limite notable), lím P„ existe y es igual a 

n-« 

-gjjj-j-. Por lo tanto, queda demostrado que el producto infinito 
(4.91) converge y tiene el valor 1 . 


2 - n[i-r^,]*n^F= 


1-12 5 

TITT-" 


l *- 1> lt + 2) 
* ' <»+!> 


(4.93) 


Demostremos que el producto infinito (4.93) converge y tiene el 
valor -g-. Calculemos el producto parcial P„: 

p -1 2 1 "~i ±11 n+2 . 1 a+2 

7 " 2 "3“ i "■ o ’ 3'4 * 5 n + 1 o' 3 - 

Después de esto es evidente que lím P„ — lím existe y es 

n-*«o »»-♦« ' 

igual a -i. 

2. Relación entre la convergencia de los productos infinitos > ia 
de las series. Si el producto infinito (4+9) converge, en virtud del 
teorema 4.16, todos sus términos r» son positivos**) a partir de un 

*) Tomamos j 0. Si z = 0. todos los términos de (4.91) y su valor son 
iguales a la unidad. 

**) Pueslo que lím aj, = 1. 

n -*«o 



número k. Como un número finito do los primeros términos no influye 
de ningún modo en la convergencia del producto infinito, entonces, 
si examinamos la cuestión sobre la convergencia de los productos 
infinitos, sin limitar la generalidad, podemos considerar solamente 
los productos infinitos, cuyos términos son todos positivos. 

Teorema 4.17. Para que el producto infinito (4 89) con términos 
positivos converja, es necesario y suficiente que converja la serie 

S 1» "a 

En caso de convergencia, la suma S de la serie (4.94) y el valor P del 
producto (4.89) están relacionados por la fórmula 

P = cS. (4.95) 

demostración. Denotando con P n el n-ésimo producto parcial 
del producto infinito (4.89) y eos S„. la n-ésima suma parcial de la 
serie (4 94), podemos escribir 

■S„ = ln P n t Pn = ' Sn - 

Dadas la continuidad de la función exponencial para todos los valo¬ 
res del argumento y la continuidad de la función logarítmica para 
todos los valores positivos del argumento, la sucesión P n converge 
si, y sólo si, converge S„; además, si lím 5„ = S. entonces 

n-* oií 

lím P„ = e®. El teorema queda demostrado. 

n -»oo 

Si investigamos un producto infinito en cuanto a la convergencia 
es muy conveniente representar esto producto infinito en la forma 

II (1 + '<*) ■— (1 + «i)d + «*>••• <l + u») ... (4-96) 

A-l 

Claro que, además, conforme a la suposición anteriormente adoptada, 
consideramos que todos los u* > —1. 

El teorema 4.17 afirma que la cuestión sobro la convergencia del 
producto (4.96) es equivalente a la cuestión de la convergencia de 
la serie 

f ln(l + n„). (4.97) 

*-i 

Ahora podemos demostrar otra afirmación. 

Teorema 4.18. Si todos los u k (por lo menos , a partir de cierto nú¬ 
mero k) mantienen un mismo signo, para la convergencia del producto 
infinito (4.96), es necesario y suficiente que converja la serie 



k=t 


(4.94) 


(4.98) 
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demostración Pueslo que la condición lira u. b = 0 es nocesa- 

*-oo 

ría también para la convergencia de la serie (4.98) y para la conver¬ 
gencia dol producto (4.96). podemos considerar cumplida esta con¬ 
dición al demostrar tanto la necesidad, como la suficiencia. Pero de 
dicha condición y de la fórmula asintótica*) 


se desprende que 


y 


ln (1 +- y) = y -+ o (y) 


lim ln(, + u '' 1 i 

(4.99) 



lím -r-TT^— r -*l. 

Ind + uhl 

(4.100) 


Puesto que. según la condición del teorema, lodos los términos de 
las serios (4.97) y (4.98) mantienen un mismo signo a partir de cierto 
número le, en virtud del corolario del teorema do comparación 4.3. 
las condiciones (4.99) y (4.100) permiten afirmar que la serie (4.98) 
converge si, y sólo si, converge la serio (4.97). El teorema queda de¬ 
mostrado. 

ejemplos 1) De la divergencia de la serie armónica y del teore¬ 
ma 4.18 se desprende la divergencia de los siguientes productos 
infinitos: 


II ( 1 + t)"< , + 1 >( 1 + t) ( ,+ t) ( ,J t) •••• 

1 

nO-iril-l'-TK'-rl-t'-iTi)' 

»-l 

Es fácil comprender que ol primero de los productos indicados diver¬ 
ge hacia -J-oo y el segundo, hacia el cero. 

2) Del mismo teorema 4.18 y de la convergencia de la serie (4.33) 
para a > 1 so infiere la convergencia de los siguientes productos in¬ 
finitos para a > 1: 






(* + 11“ ' 


■\ ... 


) Véase el 5 7 del cap. 4. t. 1- 
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Al igual que para las series, para los productos infinitos so introdu¬ 
cen los conceptos de conveigeuein absoluta y condicional. El pro¬ 
ducto infinito (4.96) se denomina absolutamente convergente si, y só¬ 
lo si, Ja serie (4.97) converge absolutamente. Los teoremas de Cau- 
chy i 11 y de Bioniumi 4.10 permilen deducir que el producto abso¬ 
lutamente convergente posee la propiedad conmutativa , mientras que 
el producto condicional mente convergente no la posee a ciencia 
cierta 

Es válida la afirmación siguiente. 

Teorema 4.19. Kl producto intitulo (4.96) converge absolutamente 
si, y sólo si. converge absolutamente la serie (4.98). Para demostrar 

este teorema es suficiente demostrar que la serie X 1 1 “* I couvergo 

A— I 

si, y sólo ai, converge la serte X 1 (1 + “«) I l'° último so des- 

i- i 

prende lácümente de la existencia de los límites (4.99) y (4.100). 
Dejamos los detalles de los razonamientos a cargo del lector. 

Para concluir, consideremos varios ejemplos más, 

I' Consideremos el producto infinito 

'1! (•-*) '(' ÍM'-SrlO-*)- 0-tOU 

li i 

Como la atrio 2 Tt converge. en virtud de lo< teoremas 4.18 

i-i 

> 4 l*.i, el producto infinito (4.101) converge absolutamente para 
cualquier \nJor fijo r dislinlo <lc ln (donde / 0, ;fc1, • • •)■ p l 

cumple m fulo 2 del presen le capítulo deniosU aremos que cale |>ro- 
dneto converge al \ulor viu Por lo lanío, argunieulaieuios la 
desnnn|>OMÍcióti de la función sen • en un produelo infinito 

set, >■ ' li (' -T^r) 

4--I 

2 De la deNCnmposifióli (4.102), empleando la relación 
cos , ^ “ 21 , sl , obtiene fácilmente la descomposición .siguiente 

¿[‘-Tsrw]- 

*—i 

Para cualquier r diferente tic y(2/ — 1) (l — 0, ±1, . . -,), la 
cmivergencia absoluta tlcl produelo del segundo miembro de (4.103) 


III - (i 
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se desprende de los teoremas 4.18 y 4.10. así como de la convergen- 

'V 

cía de la serie Y ( 2*_ »« 

»-.i 

3' . Adoptando en la descomposición (4.1U2) x — ji/2, obtenemos 


2_ 

n 


i r /. i \ ri «*—i ri t2*-l)(2*+l> 

II I 1 - 1*»') 11 W ~ I' . 2*1* 


De aquí so obtiene la llamada tónnula Je llallis*) 


n V ' ¿k> ‘ 2 2 4 4 2 * 2 k 

2 sil (2* — 1 i (24 4-11 1 ' -I ' 3 ' '• ‘ 24—l'Í4 + l 

*- l 


(4 104) 


Keali/.amlo transformaciones no cumplo arias. se puede reducir la 
fórmula de VVallis a la forma 


n 

T 


2 *+t L .2*1! J 


(4.104 a ) 


liiicialmonte, la lónnula do Wallis se uso p.irn calcular aproxima¬ 
damente ol número n Rn el presente, paro calcular el número ji 
so utilizan métodos más ofídicos La fórmula de Wollis (4.104) es de 
interés para algunas investigaciones letificas**). 


Complemento I 

Teorema auxiliar para el p. 3 del 8 2 

Teorema 4.20. Sean p h cualesquiera minaros positivos Entonces, si estste 
el litnt/r 


i, Ph*i _ , 
Imi 1 * L. 

I.~n> P* 


(1.115) 


entonces existe también el limite líui i re con tal ¡te que es vil i Ja la tormula 


liin » **■= lio. 1 — A. lllOUl 

v -I- *<— xc 

demostración Primero demostremos la siguiente afirmación auxiliar *•*. 
st la sucesión de números posttiros «i- i‘t- - . a*. converge a un minino L, 

entonces a este mismo número !. co nrees re también ¡a sucesión de las medias proporcio¬ 
nales de estos números b h — a,, . . a h . Para demostrar la afirmación 

auxiliar observemos que. en virtud de la ronliuiiidad de la fundón logarítmica 


*» John VVallis. matemático inglés (1016—170S|. 

**) En particular, se puede utilizarla para estafilwer la llamada íóriuula 
de Slirling (véase el lomo ó del presente < urso) James Slúlmg, inaternálico inglés 
11692—1770). 

***) Sllliravenina quo osla alinnation es También interesante de por *1 
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para /. >■ 0, lím In oj, — ln I. 1 1.a lillimn igualdad es formalmente válida 

k—+CO 

también para L = 0 cuando ln L — — oo.) Pero, entonce?*. 4egíín ol teorema 
del limite del promedio (véase el ejemplo t. complemento «leí cap. .1, tomo l>, 
existe el límite 


lim ln \ a,/i 2 . a/, = 

k -*oo 


, ln «i ~ ln a,+ .. -j- ln a h 
Jim-r- 

*—.»c K 


ln L. 


(l a últim.i igualdad o* Uiminen \ al ida p«*ru L 0 cuando I 11 [, — — cc 1 De la 
ultima igualdad, en \ 1 rl 11 d de I- continuidad de ln función exponencial, obte¬ 
nemos 

lim t 7,W. ■- a* -- l.m r'" "• ^ 

>.-« 1 , .»< 


(Falos razonamientos son laminan válidos para L — O.j 

I-a afirmación auxiliar queda demostrada. Aplicando esta nhrtoiicióii a los 

números a, 1 = p„ o 2 — — , a, - —.a,,-. demostramos la 

Pi __ t’í /'*-! 

existencia del limite lím i «r, v la igualdad (4 106). p.l feorenio i 20 muda 

ft-*V 

demosti a«fo 
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Descomposición de ln función sen r en el producto infinito 

I’.iia que sea unís i(mio*l", dividimos la deducción ilc la formula (i ln2j 
en imiilos separado.-. 

1° Sea ni rualqn leí r umrro Im/.oi ponida: m — 2n -í I Primero ilemoHlre- 
iilus que para cualquier valor 0 *t'dilervnle de kn i k ~ o -> I . .i es valida 
la siguiente fórmula: 


sen in(l 

/. sen 5 0 

, / sen *0 \ 

/ -en» 0 v 


M* — l 

m sen 0 

2 n 

\ *on® — 

\ m / 

K 



2 

|U07¡ 


Para eslablecer la fórmula (4.1(1.). empleamos la fómuila de Moivre (víase el i I, 
rap. 7. lomo 1) 

eos mO + ¡ sen ».0 — icos II + t sen 0)' n 

Descomponiendo el miembro dortclio ile esta fórmula con ayuda del laiiuiuoi de 
Newlon y comparando las partes imaginarias, obtenemos 

«en mfi=. m rus'"-' 6 -en I)- m * tl eos 1 "-- 1 o «en 1 ll |- 


Tenientlo en cuenta que ni — J| ■+ I. lendremos 


seninO ¡ia — lina — 2 ) ... ... 

-s--- ios*" 0 — - „ _ - ros*" * ll son* 0 - 

msen 8 1-2-3 


í 108) 


•i \ continuación nos inte rosarán «nlamenle los valore* o del iniertalo 
ii < l 0 l e- a. 
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En el miembro derecho de Í4.108.J todo*» los expolíenlos de los cosenos y J.os senos 
son pares, así que, si sustituimos cos*0 por 1 — sen *0, en el miembro Arrecho de 
(4,1081 oh!nimios el polinomio de grado n respecto a sen 2 0. Haciendo z — sen 2 0 
denotemos este polinomio mediante el símbolo F (2) y sus raíces, mediante Iom 
símbolos a,, a*, . ., n„. Dado que 2 — sen 2 I*-*- 0 ruando 0-*- (1 y el miembr* 

izquierdo «0 (4.108) tiende a la unidad paro 0 •*■ 0. ‘*1 polinomio F \z) puedn 
representarse en la forma 

J«*® ( t —L-t ... /,—í—). 

m son 0 í tt,'\ «t, • V a» / 

Queda |-or determinar las raíces a,, a,. . . . . Observando que celas raíces 

corresponden a los ceros «Ir la función sen //.(I, nliloucinos 

- ix , . . nn 

m '• m m 

I'oi Id lanío, la fórmula (4.107) queda csUlilcrida. 

2° Poniendo en la fórmula (ó. 107) 0 — ja. y (cnieuilo en riicnta qua 0 
< | i i C ixm. liaremos u osla fórmula la siguiente forma 


" / son*— \ 

-^v-n «—t¡=- • 

i son — *_ | ' son*- i 


(4.1 Oí») 


Kijenios cualquier valor de * (diferenle do rerol y lomemos dos nlínienis na 

turale.s nrbjlrarios p y n que satisfacen las desigualdades 2 <- « ' n 

n 

“ —-s— Entonces la fórmula (4 t(l‘,l> puede escribirse en la forma 


donde 



/Í P (*>. 


(4.110' 





(4 ltt) 


Primero estimemos H p (t). Dado que 2 -^1 -- p < n - ^ * , los argumen¬ 
tes de todos los senos de la fórmula (-4.111) pertenecen al intervalo ( —rr/2 
jr/2). Además, es obvio que para todos los I: que figuran en esta fórmula 
1*1 c k: i/2 v, por tanto. 


fcf 

2m 


kn 


kn 


4 eos* 


kji 


1 
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i kn n fci ji . . , ka i \ _ . 

I puesto que — C — , o «ca - 5 ^- < — , por tanto pos* - 7 ^- -y) D»uo 

que pata cualquier p del intervalo 0 <:p< 1/2 son válidas las desigualdades 
1 >1 _ p>» - l * 2 •>, entonces pura lodos los número» k que superno p so 
tiene 


I 1 


*en’ 


kn 


112 ) 


Multiplicando término 11 li-ruuno las desigualdades (4.112) en las cuales pone¬ 
mos los valores k -- p + t. p 2 . n. obtenemos la siguiente estimación 

de IU til. 


1 ;» //., 1*1 í c 


»=p+i en«- 


(4.113) 


‘lomando en consideración une el argumento l.nlm se encuentra en el primor 

sen II 2 ♦*> 

aladrante v que para cualquier p del primer cuadrante 1 > „ > — , 

oble líenlos 


1 


sen* 

De este modo, 


f- (4)-(^) 


m* m* r 1 n 

-HT*' — Lt=T“‘TJ- 


-. 


“SS” 


*-r+l sen 4 - 

. _ _ ,li¿7-fl -«.i 

f 4—1» 4 I 2 <* m . 

La ullim.i desigualdad permito reforzar la estimación (4.113) del modo mguíenlo: 


mt 


i-/(, IX).-c" 2 P 


s«» 2 — 


(4 H4) 


•i la desigualdad derecha de e^tas desigualdades «e deduce elemental morí le 
■lo la fórmula de Maclaurúr c- z l , — l —2p+-í®^-—.. .<»-2p+2p* < 1—p. 
puesto que 2p a <p. 

**I Estas desigualdades se deducen del hecho do que la relación ~~jr — 
decrece do 1 basta üín si P vacia »lo 0 a xí2. A su ver. este bocho so dea- 
prendede que ^ *°“^ j ~r^-ip--tgp)<U en Ii«lo» los pimíos del mter- 
v.du n p < ni<2 
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. !■ n I;» fórmula (4.110) hagamos tender <•! número m al mfitulo dejando 
fijados el valor x y el núiiu n» p Hado lím m son ~ = x, 

m—oo ni 

fg^l 

Imi /n*s»en* — /.- 2 n 5 , entonces existe el limite del miembro i/quinr- 

W ••''T ,n 

do de (4.110) igual a sen rir, y el limite del producto Imito 


!f ( 1 - 7*Sf“ ) “•" ,al J FI 0— i£r) ■ 

1.gu i filialdvmuos que el último limite es ||llórenle do cero, puesto que, si es 

igual .i tero, sen /»l) j la doscom|*>sic¡óu (4 t"'¿¡ queda demostrada. Pero, 
entontes, existe laminen el liiinlc lím /(., l>) lx> donolcmns mediante 

SI 

II,. (. 1 ), Do las desigualdades 14.114) válidas para cualquier número m y del 
li-nn-m.i 3.1 ¡t del lomn I se desprende que 

1 > '-l" (4.11ül 

Pasando al limile piirn /«—- ,x». de la fórmula (4.110) leiunios 


si n x 


x 


n (*—íSi-) ' iiAih 




(4 110) 


4 Por ultimo, manteniendo ’■ fijado, en l.i lolmulj Logamos tender el 
numero /. al infinito Dado que el miembro izquierdo de (4.116) no depende de p 
y. en virlud de Insdiwguuldados (4.115) y el Icórenla 3.14 del tomo 1. el limile 


Ino II.. ij-t existe y es Igual o la unidad, cnlonre-s existí- tambiún el limite 
P-'-e 

■i“ TI (‘-ssi-H-Hr-- 


Por lo tanto, la descomposición de wn x (4 102) queda establecida. 

OBSERVACION De manera completamente análoga a las descomposiciones de 
sen x (4.102) y rio eos x (4.103] pueden obtener*** las descomposiciones en producios 
Infinitos de las funciones hiperbólicas 


n > ch * ÍT [*+ ,2t"iW ] • 

ha 1 Ul 

Observemos que do las descomposiciones dr .son x, fon x sh x y ch x so oblicúen 
directamente las riexcomposiciones en productos infinitos de las funciones Ig r, 
clg a. tli x y cth ». 
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( .omplemunto 3 

Métodos generalizados de la sumaclón 
de series divergentes 

Fn todo el capitulo 4 llamábamos suma de la serie 


ort 

2 Iík = u,+ u,+u,++ ... (4.117) 

Ji-i 

el limite i' de la sucesión (.?„) de las sumas parciales de osla serie (a condición 
de que este límite existei. 

En algunos problemas del análisis matemático que son de interés tanto 
teórico como práctico, debemos operar con sories para las cuales la sucesión de 
las sumas parciales no converge y la sutna en el sentido mencionado en el cap. 4 no 
existe ílógicamente, surge el problema de la generalización del concento de suma 
He la sene y la sumaclón Je la serio divergente en sentido común ( 4 . 11 /) empleando 
algunos métodos generalizados En el presente complemento nos detengamos en 
algunos métodos generalizados de la -limación de series divergentes. 

l’rimero vamos a dar la corar lerísi ira general de los métodos de la siimncióu 
que examinamos. F> lógico exigir que el concepto general ¡ya do de la suma 
inclnna el concepto ordinario di suma u decir mas exactamente la serle conver¬ 
gente en sentido corriente que tiene suma ordinaria S debe tener la suma generalizada 
one es también igual a S El método de Miinnción que posee dicha propii-doil *»o 
d*nnininn regular. 

l uego, es lógico su!>ordiiini el concepto de sumo generalizada a 1 h siguiente 
» •» 
condición: »* la serte T u», tiene la suma generalizado O y la serie ^ i•/, 
(i-l h- l 

tiene la sama generalizada V entonces ¡a teñe V í/1/ij, -4- JJi-n J. Siendo A ij H 

h*m | 

tan»!antes cualesquiera, llene la sumo gen>entizada [Al! - 7 - H\ I. El luéluilo de la 
-miiihk n’m que satisface dicha condición se denomina lineal Como regla, en el 
análisis v «us aplicaciones «O emplean solamente métodos lineales regulares de la 
«limación. Nos detengamos en di»* métodos do la Filmación genera 1 i ?od;, que son 
de especial interés para la* aplicaciones 

1 Método de Ccsaro •) 10 método de los promedios). Ne dice que la se¬ 
ne (4 117i es sumnhle por el método de ( etmrn si existe el limite de los promedias de 
las si-mu' parciales de ,‘Sta serle 


Jim 

n— » 


n 


(4.11S) 


Ademas, d ¡Imite (4.118) se denomina suma de la sene (4 117). generalizada según 
( eaoro 

f-a liuealidad de! método de la sum.irión de Ccsaro es evidente. La tegulnrl- 
dad del método de Cesara se desprende del ejemplo 1 considerado en el Comple¬ 
mento 1 del cap. 3, lomo 1 . En efecto, do dicho cumplo se deduce que si la suce¬ 
sión (.S„) do las sumas parciales de la serie (4.117) converge al numero S. enton¬ 
ces el límite (4.118) existe y o* también igual a S. 

Ndn/camos ejemplos de series que no convergen en sentido comente pero 
<on • i U!ii,i bles por el método de Cebare* 


•) Ernesto Ccsaro, matemático italiano (1859—1900». 
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)i Cmisidi remos la seña divertí ate i «teñí n derla 
S (-1)*-* = 1-I !-t- 1+ • 

*-l 

Pneslo que toda' las sumas parciales parn <!«• iwl» snrieson iguales ,i uro, 
y (Ollas las somas parciales impares S,„.|, a la anidtid. «I limito lililí «'X i-sli* 
y os igual a 1,2. I>r- oslo nimio, la sene considerada os siiinalilo por el método • (<• 

besara y so suma, según resino, es igual » 1 , , 

2| Tomando en consideración que r es riialqiiier nmiicro real fijado i le I 
inlervaln 0<: *< 2-r, eiinsideromiis la serie que diverge a ciencia noria i 


''j ms**-“<Mei»+ciis2xH Cus3* I- 


ll llfl) 


En el ejemplo 2 al final del 1 5 ya hemos ealculado la sninn parcial S n ili e«ln 
serie 


S„- 


("+t) 


« -s.n-r 


1 sen —j~ 

Calillemos . I promedio de las sumas patríales: 


¿ii »eii 


l r . i 1 cwr— enmn-J-U/ i 

' 2l l c, is mx —CU* (la d t)* j ■ ’jr ~ 


tusen* y «..i 
De aquí es evidente que 


4n sen* — 


2 ‘ 


lim 

II .s> 


dí|+-^l+ • ■ + ■‘>‘■1 _1_ 


De osle modo, la serio (4.119) e« suma ble por el método de Co«nro y su suma 
60gún Cesaru es igual u 1—1/2). .... 

2. Método de lasunuición de foisson**)— -Miel. Este método do la snnwclon 
consiste en lo siguienlo. Según la serte dada (4 117) re compone lo serle potencial 


2 oí,*'*- 1 — U| (-u f r+u 1 r ! + (A 1211) 

4 = 1 

Sí dicha serie potencial converge para Unios los r del intervalo 0<1 r <- I a la 
soma S Ir) de esta set.e llene el valor limite ir,¡nimio liui .? (.r) en el ponte 

x-e 1-0 

r = 1, « dice que la serle (4.117) es inmoble por el mftodode Poisson—AM Ade¬ 
más, dicho valor limite se denomina sumo de la serie (4.117) segiin Poitson A lo l 


*) 1.a divergencia de la serie (4 110) se deduce (¿rítmente de la e* presión 
de su soma parcial dada a continuación 

**> Simón Denis Poisson, malcmálic-i francés (1781—1840), 
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imcultdad d«*l método ilc la ¿lunación de Poísson—Abel no provoca du¬ 
da* Demostremos la repularuiad do este método. Sea que la -*w (4 11 T> con¬ 
vergí* ni sentido corriente y tiene la *nnu igual a S. Es necesario demostrar: 

11 que Iíi serio (4.120) convergí* para cualquier r de! intervalo 0 < » 1, 2i que 

la bilma S íx) de la serie (4 12o» tiene el valor límite izquierdo igual a S en ol 
punto x — 1 , , . 4 _ 

Demostremos primero la afirmación 1). Dado que la seno (4.11/) converge, 
entonces la sucesión de sus términos es lullnllesimal y, por lanío, acolada, o 
sen, ni'lt un númiTO II tal que para tollos loa numero* A 

I u k | ^ M. (4-121) 

[empleando la desigualdad [4 1211. entunemos el módulo de 4-ésiino termino de 
la serie (4.120) teniendo en nípula que r es cualquier número fijado dil inler- 
valo 0 < x < 1 Obtenerme- 

| «»**-* | s; A/ i * I**’ 

«r, 

Puest-i que 1*1 <1, la serie £ l ar |*—* converge. Per tanto, en virtud de 
x-l 

la «bservaciún 2 del lee rema de coinpaiucíón -i .3, converge también la serie 
(4 120). 

Demostremos aliora la afirmación 21. Sea .v„ n-wima suma ib- la serie 
(4 117) y sea S mi suma ordinaria Empleando la transformación do Abel*), es 
fó. i! eereiorarso do que peía Indo a doi intervalo 0 < r-c I es válida la iden¬ 
tidad 

m*4' , “i1 -*1 ^ S*!* -1 . (4.1221 

x-t *=! 

'ii,“liásemos la identidail i4 122) de la -iguienle idenlidud evidenlc. 

1- ll—*) ^ -s**' 1 - 

l=I 

Alternas, denotando mediante r,, l-I A-esiroo resto de la serio (i 1171, tendremos 


S— ^ «ia*4- , "=ll—*) 5 j 
X~I A*=l 


ii loe» 

>< — 51*1= (1 — *) ^ ni*' 1 . (4.(23) 

t“l 

Nuestro objetivo es demostrar que para cualquier tr > u existe un 6 > 0 tal que 
el miembro izquierdo de (4.12.11 es menor que e para lodos los * que satisfacen 
las desigualdades I — 5 < i ... 1. Dado que el resto r ft de la serie (4.117) tiende 
a coro pava A-e », enluni-es ]iara el número positivo r 2 existe un numero A 0 
lal que r„ <: ti 2 ruando A.,. I)e iste modo. 


(1 —*i 2! r » 1 * - 


(1-*) 2 **- 
A-A, 


r 

1 ’ 


*i liemos cstablcrldo la liansfomiarióii de Abel |4.S2) en el p. 2 de! 5 (>. 
En el caso considerado es necesario poner en i4.&2i n — 1. n'„_, ■■= 0 v después 
hacer tender p al infinito. 
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Queda por demostrar que para z bastante próximos a la unidad 


k,-t 

ti—x> 2 rtT * 
*=-1 



pero esto os obvio, puesto que la suma en la última desigualdad osla acotada 
La regularidad del método de Poisson—Abel queda demostrada. Como ejemplo 
volvamos a considerar la serie divergente 


X l —1)*-‘ = 1 -M-M-1+. H.12/.) 

i“i 


Para esta serie compongamos la «crie potencial de forma |'..120| 


f¡ x*-‘ = 1- xfx* rí¬ 

a-i 

Es obvio que la ultima serte converge para todo» lo- r del intervalo 0 -i .i •- 1 y 
tiene la suma iguiil a .V (ai — jTjTJ’ 'l' u 

lun .?(*)■= lito 
s-1-9 


la sene ii.t24i es smnable jior oí método de Pnibson—Abel y su suma según 
Poisson -Abel e« igual a 1/2. 

K i jemos lo ateneniu en une la suma de la -ene (4.12<| segúu Poisson Abel 
coincide con su suma según Cesaro. Esto hcclio no os casual: puede demostrarse 
que si la serie es sumable por ol método de Cesaro, es también sumalde por el 
método de Poisson —Abel con tal de que la suma de esta serie según Osero 
coincide con su suma según Poisson—Abel. Más míe eso. existen series snmables 
por el método de Poisson—Abel pero no suniublcs por el método de Cesara* i. 
I.a investigación detallada de todos lo* método' posible* de la sumaeliin general i- 
xatlo de series divergentes se hace en la obra de O, ll.irdy «Divcrgeii’ series», 
NY, Aeademic Press. 1048. 


*) De este modo, puedo decirse que el método de Poisson—Abel e* más 
«efectivo» que el de Cesaro. 
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§ I. Concepto de función de varias variables 

t. Sobre las dependencias funcionales entre varias magnitudes 
variables. Al estudiar muchos problemas de las ciencias naturales 
se encuentran dependencias entre varias magnitudes variables, en 
las cuales los valores de una de dichas magnitudes variables se de¬ 
terminen completamente por los valores do las domas variables. Así, 
por ejemplo, al analizar ciertas características físicas de un cuerpo 
(por ejemplo, su densidad p o temperatura T), hemos de considerar 
el cambio de estas características cuando pasamos de un punto del 
cuerpo a otro. Por cuanto cada punto del cuerpo se determina por 
tres coordenadas cartesianas z, y. z. las características en conside¬ 
ración (densidad p o temperatura T) se determinan mediante los 
valores de tres variables z, y. z. 

Cuando se analizan los procesos físicos que varían con el licmpo, 
Jos valores do las características físicas se determinan por los valores 
de cuatro variables: tros coordenadas do un punto x, y. z y e) tiempo 
t. l’or ejemplo, al estudiar las oscilaciones acústicas de un gas la 
densidad p de este gas y la presión p se determinan por los valores 
de cuatro variables x, y. i y /. Para poder estudiar las dependencias 
de este género en el presen te capítulo so introduce el concepto de 
función de varias variables y se desarrolla el aparato de investiga¬ 
ción de semejantes funciones. 

I'.n la teoría de las funciones de varias variables es cómodo usar 
los términos geométricos, listó claro que de dominio de definición 
de una función de dos (o de tres) variables sirve cierto conjunto de 
puntos de uu plano (o de un espacio). Con el fin de geometrizar 
nuestras nociones sobre una función de m variables es conveniente 
introducir el concepto de espacio m-dimeusional que generaliza 
los conceptos bien conocidos de plano bidimensional y do espacio 
tridimensional. Empezaremos nuestra exposición ulterior aclarando 
los conceptos geométricos que nos harán falta. 

2. Concepto de plano enclideo y de espacio cticlídeo. Los concep¬ 
tos de coordenadas de los puntos sobre un plano y en un espaciu. que 
se conocen por el curso de geometría analítica, asi como la fór¬ 
mula para determinar la distancia entre dos puntos, pueden ser 
empleados para la introducción analítica de los conceptos de plano 
y de espacio. Un conjunto de todo clase de pares ordenados (a-, y) de 
mimaros reales rey llera el nombre de plano coordenado. 

En este caso cada par {-r, y) se llamará punto de dicho plano y se 
denotará con la letra M. Los números x e y se denominan coordeun- 
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das cU'l punto Ai. La notación Ai (r, y\ significa (pie el punto Ai 
tiene coordenadas x o y. 

I'n [llano coordenado se llamo euclideo si entre cualesquicr dos 
punios M' (x‘. y') y Al " (x\ y') del plano coordenado la distancio 
p (A/\ M ") se define según la fórmula 

p (Ai\ A/”) - V {/-/'l' + l!/-#') 2 - 

De un modo análogo se introduce el concepto do espacios coordenado 
y euclideo. Un coríjanlo de toda clase de lernas ordenadas ( x, </. z) 
de números x, y, z recibe el nombre de espacio coordenado. En esto caso 
cada torna (x. y, z) se llamará punto de diclxo espacio y se denotará 
ron la letra .V/. Los números x, y, z se llaman coordenadas del punto 
Ai. Da notación .1/ (r, y. s) significa que el punió Ai tiene por coor¬ 
denadas x. y, 2 - 

Un espacio coordenado se denomina enclideo si enlre cualesyuier 
dos puntos M' (x\ y', z') y M" fx ", y", z') del espacio coordenado la 
distancia p (A/'. M") eslú <lefinida según la fórmula 

p A/') r- \ (r' - a.') 1 + til" -»')" + C’ - z'f. 

Los conceptos de plano coordenado y de espacio coordenado, intro¬ 
ducidos más arrilia, son análogos a la recta numérica, mientras que 
el plano euclideo y el espacio euclideo son análogos a la recta euclídea, 
que puede ser definida como recta numérica, entro cuyos dos puntos 
x' y x“ cualesquiera asi ó definida la distancia p (x' , x ") según la 
fórmula p (*', a’) =-- 1 (x" — x 1 )* = | *’ — r' |. 

Veamos ciertos conjuntos ¡Ai) de puntos del plano euclideo y 
del espacio euclideo 

1®. El conjunto [M] de puntos del plano endideo, cuyas coor¬ 
denadas x « y satisfacen la inecuación (i — a)* + ({/ — b)‘ *£ t i? 2 , 
se denomina, según se sabe, círculo de ladio II con centro en el punto 
M„ (a, b). Si las coordenadas x e y satisfacen la desigualdad estricta 
{x — a ) 2 + {y — b) 2 < if ! , el conjunto (Ai) se llama círculo abierto. 
En el espacio euclideo el conjunto ¡Ai) de puntos, cuyas coordenadas 
x, y, z satisfacen la desigualdad (j — o) ! + (y — l>)*+ (z c) 2 

ff i } se llama, según se conoce, esfera de radio ti con centro eu el 
punto M 0 (a, b, c). Si las coordenadas s, y. z satisfacen la desigual¬ 
dad estricta correspondiente, el conjunto {Ai} se denomina esfera 
abierta*). 

2°. El conjunto {Ai} de puntos del plano euclideo (del espacio 
euclideo), cuyas coordenadas x e y (x. y, z) satisfacen las inecuaciones 
| x — o | < d, o | y — b | (SS d s (| x - a | ^ d,. \ y - b • | d, y 
| z — c | ^ d H ). se llama rectángulo coordenado ( paralelepípedo coor- 


•) Es evidente que el circulo y la esfera -on conjuntos {.1/) de punios de un 
plano y ile un espacio, para los cuales p f,W. .V ( X R. 
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denado ) can centro en el punto M 0 (o. ¿>) (en el punió A/„ (a, b, cj). 

3. Concepto de función de dos V Ires variables. Al Imcer uso de 
los términos geométricos, podemos enunciar ilel modo siguiente el 
concepto, ya conocido, de función de una sola variable. 

Si a lodo punto \í de cierto conjunto {Ai} de puntos de la recta 
euclidea se le pone en correspondencia, de acuerdo con una ley conocida, 
un cinto número u. se dice que sobre el conjunto {M) viene dada una 
junción u — u (A/), o bien u = / (M). 

Introduzcamos abura el concepto de función de dos variables. 

Si a todo punto M de cierto conjunto de puntos {Ai} del plano 
enelítleo se le pone en correspondencia, de acuerdo con una ley conocida, 
cierto número u, se dice que sobre el conjunto {A/ } viene dada una jun¬ 
ción u — u (M). o bien u — j (M). 

Advirtamos que el concepto de (unción de dos variables difiere 
del concepto, enunciado anteriormente, de función de una sola va- 
nuble solamente en que en lugar de las palabras «recta euclidea» 
se emplea el término «plano cuclídoo». De un modo análogo so intro¬ 
duce el concepto de función de tres variables. Con este fin, en lugar 
del conjunto {A/} de puntos del plano cuclídoo se debe tomar un 
conjunto {A/} de puntos del espacio euclideo. 

Por cuanto el punto M del piano euclideo so determina mediante 
do,s coordenadas coy. en tanto que el punto M del espacio 
euclideo. medianlp tros coordenadas x, y, z. para las funciones de 
dos y de tres variables se emplearán, respectivamente, las desi¬ 
gnaciones u — j ( x. y) y u s= / {x. y. z). Si la función u — 
— / (1/j está definida sobre el conjunto {W>. dicho conjunto se 
denomina dominio de definición de la función u — j (A/). El nú¬ 
mero ii. correspondiente al punto dado M del conjunto {Ai}, so 
llamará valor particular de la junción en el punto \f. 

fjii colección {u} de lodos los valores particulares de la función 
u — f (M) se llama conjunto de valores de dicha función. 

Para una función de dos variables puede introducirse el concep¬ 
to de gráfica: llámase gráfica de la junción u — I (.r, //) a una super¬ 
ítele, cuyos punías tienen coordenadas ( x, y, f (x), y)). 

lie aquí u nos ejemplos de funciones de dos j- tres variables. 

1' u — 1 ' i — x 3 — i/ 1 . El dominio de definición de esta fun¬ 
ción es un círculo de radio 2 con centro cu el origen de las coorde¬ 
nadas. mientras que el conjunto de valores es un segmento 0 u sj 2. 

2' a = .... * ■ =-. El dominio de definición de esta función 

i 

es un conjunto de punios dispuestos fuera del círculo de radio 2 coa 
centro en el origen dp las coordenadas, en tanto que el conjunto de 
valores es una semirrecta abierta u > 0. 

3’ ti — y eos (x 7 + y 3 ). El dominio de definición de esta fun¬ 
ción es un conjunto {1/J de puntos, cuyas coordenadas satisfacen la 
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inecuación eos (x s + ,V 2 ) > 0- Esla inecuación es equivalente a las 
desigualdades 0 ^ x* + y 1 -j . 2 kn — — < y 1 2/c <x + 
-i- , k = 1, 2, ... Do este modo, el conjunto {M} se compone de 

un circulo de radio l’n 2 con centro en el punto O (0, 0) y de los do¬ 
minios anulares (fig. 5.1). 



Kig. 5.1 

4 1 '. u Iii xyz- El dominio de definición de esta función es un 
conjunto {;1/} de puntos, cuyas coordenadas satisfacen la desigual¬ 
dad xyz >0, en tanto que el conjunto de valores es toda la recia 
numérica —oo < u<+oo. 

5°. u = x 1 4- p 2 -(- z 2 . El dominio de definición de esta función 
es todo el espacio euclídeo, on tanto que el conjunto de valores es la 
semirrecta u ¿a 0. 

4. Conceptos de espacio coordenado /«-dimensional > de es¬ 
pacio euclídeo /«-dimensional. Un conjunto de toda clase de colec¬ 
ciones ordenadas (i,, x¡ . x m ) de m números j„ x.., .... x,„ se 

llama espacio coordenado m-dimensional el" 1 

En este caso cada colección ordenada (x,. x¡. x m ) se deno¬ 

minará punto de este espacio y se denotará con la letra .11 Los 
números x¡, . ... x m se llaman coordenadas del punto M. La 

notación M (*,. x¡, ... x m ) significa que el punto M tiene coorde¬ 

nadas x¡, x¡, . . .. x m - Introduzcamos el concepto de espacio euclídeo 
m-dimensional. Un espacio coordenado A"‘ recibe el nombre de espacio 
euclídeo m-dimensional E m si entre dos puntos \f ((x[, x',, . x‘ m ) 
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y M" [x¡, xl ./„) cualesquiera del espacio coordenado A m está 

definida la distancia *) |> (A/', M") según la iórmula 

p(A/', M") = V (x,-ir;)*-f (r¡-x;)*-!- . . . (5.1) 

Los conceptos introducidos de espacio coordenado TO-dimensiona) 
A m y de espacio eucltdoo m-dimensional E m son una generalización 
de los conceptos, mencionados más arriba, de espacio coordenado, 
y do espacio euclfdeo. 

5. Conjuntos de punios del espacio euclidco m-dimensional E m . 
Mediante el símbolo {Afj se denotará cierto conjunto de puntos del 
espacio ouclídeo m-dimensioual E". Analicemos algunos ejemplos 
de conjuntos en el espacio ouclídeo m-dimensional E m . 

1" El conjunto {Ai} de toda clase de puntos, cuyas coordenadas 
a,, j 3 , satisfacen ln inecuación (ar, — r*’) 3 -f (x z — a£) 2 -f 

4 ■ ■ • b (*,„ — d* m ) a R-. se douomina esfera m dimensional de 
radio R con centro on el punto M„ (rj 4 .jJ,). De esto modo, 


*1 I!1 espacio euclidco m-dinienMoual es un espacie métrico, l n conjunto 
lirbitrnrio {M), cuyos elementos -e llaman puntos, se llama espacio métrico si 
existe una regla, con cuya ayuda a dos puntos W y M’ cualesquiera del con¬ 
junto (Af) se les pono en correspondencia cierto número p iA/\ ,1/"), denomina¬ 
do distancia entre diclios puntos En este caso la citada regla ha de sor lal que 
se cumplan los axiomas (asumas del espacio mflrteo 1 siguientes: 1) para .1/' y M" 
cualesquiera p (,V\ !/") a- p(Af*. M'i (simetría de la distancia): 2) para M' 
y ,t/’ cualesquiera p \M‘. A/*) » 0, con la parlo ularidad do que si p (A/\ 
t/"i — ti. los puntos tí’ y M’ coinciden; 3) para tres puntos A/'. A/”, M" 
cualesquiera se cumple la desigualdad p (A/', A/*) «i p (Ai . M’l -i p (.W*. M") 
i designa Idad triangular). 

Cerciorémonos de que el espacio euclidco m-dimensional introducido es real 
mente mi espacio métrico. En efecto, la validez de los primeros dos axiomas del 
espado métrico es obvia (véase la formula (5 1)). Vamos a probar la validez del 
tcrcei axioma. 

¡sean rj, s\. xj las cooidenadus de los punios A#', A/*, M“. Tenemos 

m m ni 

P»( V. V">- 2 ((*«■-0-(*í- s - S «'i - 'i» (*í- 

<=•1 1=1 1=1 

—*J)+ (*;—*;)* Suponiendo x" — rj=*a/ y xj— z\ = b, y aprovechando )a 

desigualdad de Runiakovski (véase la desigualdad (I 30) en el Complemento 1 


al cap I) hallaremos que ^ (x,* — x¡) (x¡— z\) 1 NJ (*} — *J)* x 

_ .=i ’ 1=1 


X ] ^ (x¡ — x})*. l)e aquí pin viene que 

I (ii | 


P=(Af', Af')s;| | V ( , f _ i;) . + ] V (xj—x;)* ) , 

■■s decir, pi V'. .W~»«£piV', M'l—p(.V\ Wi. 
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un» eslora m-ilimousionul so defino como el conjunto (.1í{ de toda 
clase de puntos Sí, la distancia p do cada uno de los cuales hasta 
cierto punto Xl„ (centro do la esfera) satisface la desigualdad 
l> (jV. A/„) ^ If Si la distancia p (.tí, M„) do cada punto riel con¬ 
junto {,«} hasta el punto M„ satisface la desigualdad estríela 
p (Af. A/,,) < ti, el conjunto {.Xf) so llama esfera m-dinieusionnl 
niñería. 

2°. h'l conjunto {,1/J do puntos, la distancia lie cada uno de los 
cuales hasta cierto punto M 0 satisface la relación o (A/. A/„) - II. 
se llama esfera m-dimennottal de radio H con centro en el punto A/„ 

,1°. El conjunto ¡A/) de puntos, cujas coordenadas «j, r¡, - . . 

. . , x M satisfacen las inecuaciones | x¡ — a-; | d„ | x t — X¡ | si 
•S ¡ d,, ... 1 1 „, — j“„ | d m se llama paralelepípedo coordenado 

m-ilinunsional. Además, el punto A/„ A, ■ . -dm) se llama 
centro do esto paralelepípedo m-dimonsiona). Si las coordenadas 
x,, i 4 .,i m de los puntos del conjunto [.SI) satisfacen las desi¬ 
gualdades estrictas | x, — r‘¡ | <.<!,. | a s — x" t | <d 4 , . - . 

. , I j-,„ — A, | <(/„,. el conjunto J1/ J se llama paralelepípedo 
coordenado m-dimcnsional abierto 

Introduzcamos el concepto de e-entorn o del punto A/# de un espa¬ 
cio eurlídeo m-illinensional y el de entorno rectangular del referido 
punto V/„. Llamaremos e-enlorno del punto Af 0 (jf¡, A, . •, A' 

del espacio euelídeo ni-dlmensional una esfera m-dtmensUmul 
abierta de radio e con centro en el punto M„ Se denomina entorno 

rectangular del punió A/« (j°, ,r".O de un espacio eurlídeo 

m-dimcnsional un paralelepípedo coordenado m-dlmeiisional abierto 
cuabpnera con centro en el punto M„. 

Es válida la siguiente afirmación evidente 

Cualquier t-en torno de un punto A T„ del espacio euelídeo in-dimen- 
stonal £" contiene cierto entorno rectangular de este punto, t n entorno 
rectangular cualquiera del punto contiene cierto e-entorno del pun¬ 
to M„. 

Sea {A/} un conjunto de puntos del espacio enchdeo m-rttinen- 
sioual E m . introduzcamos los conceptos siguientes. 

El punto M del conjunto {1/) se llama punto interior de dicho 
conjunto st existe cierto e-entorno del punto M. cuyos puntos todas 
pertenecen al conjunto {A/}. 

El punto Ai*) se denomina punto de frontera del conjunto {M} 
si todo e-entorno de este punto contiene tanto los puntos pertenecientes 
al conjunto {A/}, como también los que no pertenecen a {A/J. 

El conjunto {\f } del espacio E n se llama conjunto o dominio abierto 
si cualquier punto de dicho conjunto es interior 

Si todo punto de frontera del conjunto (.V} es punto de este con¬ 
junto. el conjunto {M} se denomina cenado 

• virtamos (pie en osle can» el punto M puedo no purlenocer al ron- 

junio (Afí 
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Si pl conjunto {,V/J os un dominio. oí conjunlo {,Wj, obtenido 
sumando a {/VAJ linios los puntos do frontera de esto conjunto, se 
denomina dominio cerrado. 

Advirtamos quo si todos los puntos del dominio {M ¡ se dispo¬ 
nen en el interior de cierta esfera, este dominio so llama limitado. 

Kn lo ulterior nos hará falta el concepto de conjunto conexo. 
Inlroiloreamos prelimiuarmento el concepto de curca continua, en el 
espacio muí tidimensi onal F m . 

Llamaremos curva continua L en el espacio F" al conjunto (MJ 
de punios de este espacio, cuyas coordenadas x x . x t . . , x m son Jun¬ 

ciones continuas de parámetro t: 

J, «Pi (<). -= «T'a (í). • ■ i» = T m (0. a sS t < P- (5.2) 
Diremos que los puntos M' (x¡, x' t . . . x'„) y M" (*{, xj, . . .. x’ m ) 
del espacio F." pueden unirse mediante una curra continua L si 
('tiste mili curva ciinlinun /. tal. definida mediante las ecuaciones 
pura métricas (14.2), que 


*; q I (CC). *1 - 1 | 4 (a). .... 0. 

•V «ii(P). ü - ir,„(P). 

Kiiinicieinog el concepto de conjunto conexo. El conjunlo {A/) del 
espacio F m se llama conexo si dos puntos cualesquiera del mismo pueden 
<t’r unidos con una curva continua, cuyos punios lodos pertenecen a este 
conjunto 

oiistju ac4on Advirtamos qm* a voces llámase dominio a un 
conjunto abierto v conexo, y no .«implemento a un conjunlo abierto. 
Veamos el ejemplo siguiente. 

Kl «niijtinto {V/¡ de puntos de definido por la ecuación 


-£L H 4+ 

«í «i n 


<■ 


(5-:t) 


se llama elipsoide m-dinu-nstonal. Los puntos de un elipsoide /n-di- 
niensioiial son puntos de frontera del conjunto {.!/) de puntos M , 
cuyas coordenadas satisfacen una inecuación 



f+-+£ci. 


liste conjunto es un conjunto de puntos interiores de un elipsoide 
m-dimensional. 

Kl lector mismo puede convencerse con facilidad de que el con¬ 
junto de puntos interiores de un elipsoidp m-dimensional os un con¬ 
junto abierto y conexo. Advirtamos que un elipsoide m-diniensioual 
definido por ia relación (14.3) es un conjunto cerrado. 

Kl dominio de definición de la función 


u — V eos (x s + y") 

es un conjunto inconexo (véase ejemplo 3° del p. 3 y fig. 5.1). 


I I rt'i - 
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l’ara concluir, convengamos en llamar entorno del ¡¡unto M a lorio 
conjunto abierto conexo en el que está contenido M. 

(i. Concepto tic Función (le m variables. Introduzcamos el concepto 
do función de m variables. 

Si a todo punió M del conjunto {M } de puntos del espacio euelídeo 
ni-dtmcimional I'-" 1 se le pone en correspondencia, de acuerdo con una ley 
determinada, cierto número u, suele decirse que sobre el conjunto {á/¡ 
está dada la fundón u = u (M). o u — f (M). En este caso el con¬ 
junto j.1/} se llama dominio de definición de la junción u - f (11/). 

El número u, correspondiente al punto dado M del conjunto 
{M), se llamará calor particular de la junción en el punto ¡Vi. La 
colección {u} de lodos los valores particulares de la función u 
•= / (M) se denomina conjunto de calores do dicha función. Por cuanto 
el plinto Al se define mediante las coordenadas x.¡, .. *,,,, 

para la función u — / (.V) de m variables so emplea también l.i 

designación Mr* / (xj. x t . r m ). 

Veamos unos ejemplos do funcione s do m variables. 

1 °. Sea u-- V I — x' — x\ — . . — x‘„, Como dominio de definición 
do esta función interviene, evidentemente, una esfera m-dioiensioual 

de radio 1 con centro en el punto O (0, <J.U). Es conjunto di 

valores de la función on consideración el segmento (0, lt. 


2 o . Seo u — 


i 


Como dominio de dofi 


-Jf. 

o? aj a¡, 

ilición de la función sirve ol conjunto {.1/j de puntos interiores de un 
uiipsoido «(-dimensional. El conjunto de valores do esta función 
está representado por una semirrecta u 1. 


§ 2. Valor límite de una función de varias variables 

I. Sucesiones convergentes de puntos en un espacio euelídeo 
m -dimensional Criterio de convergencia (de Caucliy) de una suce-. 
sión. Examinemos en ol espacio euelídeo «(-dimensional E m una sucr 
sióu do puntos {jVf n }*). Enunciemos la definición siguiente. 

La sucesión (/!/} de puntos del espacio euelídeo E m se llama con 
vertiente si existe un punto A tal que para un número positivo r cual¬ 
quiera puede indicarse un número N **) tal que para « N se cumple 
la inecuación (• (jVf„, 4) < e. En este caso el punto A se denomina 


*> El concepto de sucesión de puntes en el espacio euelídeo E ,n *e define 
del modo siguiente. Supongamos que a todo número n de una serie natural di 

números 1,2.n. ... solo pone en correspondencia un punto A/„ del espacio 

euelídeo E m . La serio de puntos A/,. M.. ■ . M„ - que aparece en este caso 

y so examina on el urden indicado, se denomina, sucesión de puntos del espacio 
euelídeo /T m Para mayor brevedad, dicha wcusiOn se denotará con símbn 
lo {..M,,}. 

«*1 Por cuanto el número ¿V depende, como regla, de p, a vis e? „e escribe 
JÓ = N (e). 
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límite de la sucesión {.1/,,} Para designar el límite A de la sucesión 
(M n ) se emplea el símbolo siguiente: 

lím M„ = A , o bien M„ —*■ A cuando n —*■ ao. 

n-*oo 

Demostremos el lema siguiente. 

Lema 1. Supongamos que la sucesión (Al„ j de puntos del espacio 
euclídeo E m converge hacia el punto A. Entonces, las sucesiones {i'¡”}> 
{*«»}, . . {g£'} de coordenadas de los puntos M„ convergen hacia 

las coordenadas correspondientes a,. a t , . ... a m del punto A, y, 

viceversa, si las sucesiones {-r"" ¡. (x, }. (xV") de coordenadas 

de los puntos M n convergen, respectivamente, hacia los números a,, 
«a, .... fl m , la sucesión {M „} converge hacia el punto A que tiene 
coordenadas a t , a. .a m . 

demostración Doinostremos la primera parte del lema. Si Ja 
sucesión {A/„¡ converge hacia ©1 punto A, puede indicarse, cualquiera 
que sea e >■ O, un número N tal que para n 2* N se cumple la desi¬ 
gualdad p (M n , -4) <e. Sean (i 1 "', j 1 "’, . . . ai?’) Jas coordenadas 

dol punto M„, y sean (a,, a, . a m ), las coordenadas del punto A. 

Entonces, 1» desigualdad p (,t/„, -4) C e puede escrihirso del modo 
siguiente: 

V «" - a, l 2 + (tí” - + • • - + «" - a,,,) 2 < i’. (Ó.4) 

De aquí se deduce que, cuando n Js N. se cumplen las inocuai iones 

K'“ —a,|< e. | x'”‘ — a, I <~.e .| | <’e. 

Dicho do otro modo, las sucesiones {•t" 11 }, {a*" 1 }. . , {a:'"’} de 

coordenadas de los puntos M n convergen, respectivamente, baria 
los números a¡, o 2 , . . ., a m . Demostremos abura la afirmación 
inversa. Supongamos que las sucesiones citadas de coordenadas do 
los puntos M„ convergen, respectivamente, hacia los números 
a„ a., . . a m . Entonces, para cualquier e>0 pueden indicarse 
unos números A’,. A 2 .A’,„ tales que para n ¿3 .V,. n . 5 , 

N,. .... n V m se cumplan las inecuaciones correspondientes 


K"'—“ 1 1< 


1/ni 




e 

\'trt 


l-Cg'-On 


Km 


De aquí se deduce que para n ^ .V = más {A',, A'*.A',,,} 

se cumple la inecuación (14.4). En otras palabras, cuando « -> N, 
se cumple la inecuación p (M„. A) Ce, donde .-I es un punto do 
E’" con las coordenadas a,, a.,, . ., a m . Así, pues, la sucesión 

(Mn } converge hacia el punto A. El lema queda demostrado. 

Formulemos la definición de sucesión fundamental de puntos 
en un espacio euclídeo m-dimensional. La sucesión j.Vf„ ¡ de punios 
de un espacio euclídeo m-dimensional se denomina fundamental, o suce- 
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sión de Cauchy si para cualquier número positivo e puede indicarse un 
número iV tal que para n > A' y para cualquier p natural se cumpla la 
desigualdad p M n ) < t. Es válido el siguiente criterio de 

convergencia <ie una sucesión (criterio da Caueliy). 

Para que la sucesión {M„ ¡ de puntos de un espacio eucUdea m-dt- 
mensional sea convergente, es necesario y suficiente que lo misma sea 
fundamental. Con el fin de convencerse de ln validez dol criterio 
enunciado, basta notar que el carácter fuudnincntal de la sucesión 
{/!/„ ¡ determina el carácter fundamental de las sucesiones {a 1 "’). 
! a í" > )• • ■ •> I 7 »"! de coordenadas de los puntos M n y, viceversa, 
.si las sucesiones mencionadas de coordenadas son fundamentales, 
ln será también la sucesión {M „}, y luego basta aplicar el criterio 
de Cauchy para las sucesiones numéricas a las sucesiones de coorde¬ 
nadas de los puntos {,!/„) y el lema 1. enunciado más arriba. 

2. Algunas propiedades de las sucesiones acotadas de puntos en un 
espucio eucKdeo m-dimcnsional. Introduzcamos el concepto de 
sucesión acotada de puntos en un espacio ouclideo m-dimensional. 
La sucesión (Af „} de puntos de un espacio curlideo m-dimensional se 
denomina acolada si existe tal número a > 0 que para lodo n se cumple 
la desigualdad p ( O, M n ) sj “■ donde O es un punió cuyas coordenadas 
son todas Iguales t a cero. Dicho de otro modo, la sucesión (M „ ) está 
acolada si todos los puntos M„ de esta sucesión están en el interior 
o en la frontera de cierta esfera con i entro on el origen de las coor¬ 
denadas. 

Es válido ol siguiente teorema fundamental. 

Teorema 5.1 (teorema de fíat zana —Wcierslrass). En sucesión 
acotada [M„ } de puntos de un espacio euclídeo m-dimensional se puede 
distinguir una subsucesión convergente. 

demostración Primero cerciorémonos de que las sucesiones 
{*'"■}, {.r'" 1 ¡, . ., {i}?’} de coordenadas de los puntos M„ están 

acotadas. En efecto, por cuanto la sucesión { M n } está acotada, para 
todos los n so c umple la desigualdad p (O, i\f n ) ig a. Dado que 

p (0. M„) =- l A -r < r ) ' 4- X 2 n> ' + . ^ . +• x„de aquí se infiere 

que para todo n se cumplen las inecuaciones | x¡"' | ^ u. | .r' 3 "’ | s.;. 
íS a, , . | ij’ |^a. Eii otras palabras, las sucesiones {.r 1 /"¡ 

{a'j 1 "}, . . ., (4? ) de coordenadas de los puntos M n están acotadas 
En virtud del teorema de Rolzano—Wciorstcass para las sucesiones 
numéricas (véase p. 4, § 4, cap. 3. I IV en la sucesión {r"" } se 
puede distinguir una sucesión (x, k > ¡ que converge bacía cierlo 

número flj. Examinemos 18 subsiicesión correspondiente {r a 1,1 ¡ 
de la sucesión de segundas coordenadas de los puntos M„. En vista 
del mismo teorema, en la subsucesión } se puede distinguir 

una subsucesión t I ue converge hacia cierto número a.. 

Advirtamos que la subsucesión {x^"' 1 '’ ¡ de la sucesión 
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converge hacia el número a,. Así, pues, las sucesiones ¡ 

y { convergen hacia los números a, y o,, respoclivamente. Es 

ovillento quo al distinguir en la subsucesión {**"*•'} de la sucesión 
de terceras coordenadas do los puntos M„ uoa subsneesión {**"*•>} 
que converge hacia cierto número a 3 , las subsucesiones {¡eí’ 1 **'}, 
}, } convergen hacia los números respectivos a¡, a 2 , a a . 

Continuando estos razonamientos, obtendremos, eri fin. una suh- 
sucesión {4"*” 1 ). convergente hacia cierto número « m , de la su¬ 
cesión do m-ésirnas coordenadas de los puntos M n , con la particula¬ 
ridad de que las subsucesiones [a:, 1 "*'»'}, [x, 1 "'""' J 

convergen hacia los números a¡. a,.o», respectivamente. Mas, 

en este caso, debido al lema 1 , la subsneesión {Mn h ¡ do la sucesión 
de puntos {M n } converge hacia el punto A quo tiene por coordenadas 
a[, « 2 , . . a m . El teorema está demostrado. 

cusenv ación El límite A de la sucesión {M „ ! de puntos porte- 
necionles al conjunto cerrado ¡A/) pertenece también a dicho con¬ 
junto. Para cerciorarnos do ello, basta notar que en cualquier e-on- 
toriio del punto A hay puntos .1 [„. es decir, puntos del conjunto 
{.W}, por lo cual el punto A es o bien un punto interior o bien un 
punió de frontera do (>/). >. por consiguiente, pertenece a í. 1 /¡, 
3. Concepto de valor límite «le una función de varios variables. 
Examinemos la función u - / (A/), definida sobro el conjunto {V} 
de un espacio euclídco m-dimensional. y un punto A de dicho con¬ 
junto que. quizás, no pertenece al conjunto {.!/), pero poseo la pro¬ 
piedad de quo en cualquier a-entorno do osle punto está contenido 
al monos un punto del conjunto [A/J. distinto de A 

Definición I. Til número b se llnma valor limite de la función 
u / (Ai) en un punto A (o bien límite de la función para A/—» A) 

si para cualquiei sucesión A/,. A/,. A... de punios del 

con junio (Af), la cual converge hacia A y cuyos elementos A/„ son 
distintos de A*) (M n A), la sucesión correspondiente / (A/,), 
/ (A/ a ). . . ! {M „) ... de valores de la función converge hacia b. 

I.a definición aducida se llama definición de valor límite de una 
función con ayuda de las sucesiones. Formulomos otra definición 
de valor limite de una función, utilizando la «e — Ó» terimnnlogin. 

Definición 2. El número b se denomina valor limite de la función 
u — f (M) en el punto A si para cualquier número positivo h puede 
indicarse un número positivo ó tal que para lodos los puntos Vi del 
dominio de definición de la función que satisfacen la condición 0 < 
C () <\f. A) <ó se letifica la inecuación \ f (A/) — b \ < e. 

OBsrcnvAaoN Las definiciones 1 y 2 de valor limito de una fun¬ 
ción son equivalen los. La validez de esta afirmación puede ser^de- 

*1 Ksíc rrqII imIi, ilcbc, ni parínlllar, a que |,i función a - f \AI) jmcile 
rsUn un Ji-finiifa en *•! punto I 
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mostrada del mismo modo que la equivalencia de dos definiciones 
de valor límite de una función de una sola variable. Para denotar 
ol valor limito b de la función u — f (JVf) en el punto A se aplica el 
símbolo siguiente 

lim/(Af)=rt>, o bien lim f (jl„ j.. t . x m ) = b, 

.11 -A x,—\, 

*!-<■« 

donde a¡, a t , a m son las coordenadas del punto A. 

Enunciemos la definición de valor límite de una función cuando 
el punto M tiende al infinito. 

Definición 3. El número b se llama valor limite déla función u - 
= / (.1/) cuando \¡ oo (o bien limite de la función cuando M —*■ oo) 
si para cualquier número positivo e puede indicarse el número positivo a 
tal que para lodos los puntosM del dominio de definición de la /unción 
que satisfacen la condición p (O, Ai) > a, se cumple la Inecuación 
| / (Af) -b | < e. 

Las operaciones aritméticas con las funciones de m variables quo 
Lomoü ol valor límite en el punto .4 conducen a unas funciones que 
también tienen su valor límite eu ol mismo punto A. A saber, es 
válida la afirmación siguiente. 

Supongamos que las funciones / (.1/) ;t g (Af) llenen en el punto A 
los valores límites b y c. Entonces, las funciones f (Af) + g (M), 

1 (Al) — g (Af), / (Af)-g (Af) y tienen en A sus valores limites 

(el cociente, a condtrión de que c 0) iguales a b -1- c, b — c, h -c, —, 
résped llámenle. 

La demostración de esta afirmación es análoga a la del teorema 4.1. 

ó. Funciones infinitésimas. La función u I (Af) se llama Infi¬ 
nitísima en el punto A (cuando Af -*■ A ) si 11 m / (Af) ** 0 

M -A 

Es fácil convencerse do que la función I tAf) = (a, — a¡)"' 4- 
-r • . . -i- (x n — a m )""> , donde n m son números positivos, 

es infinitésima en el punto A (a,, a 2 , ■ . a m ) *). 

Si la función u = / (Af) tiene en A el valor límite igual a b, la 
junción a (Af) — / (Af) — b es Infinitésima en el punto A. En efecto, 
lim ct (Af) = lím (/ (Ai) — b) = lira / (M) — líro b = 0. Kacieu- 

M-A M-A M-A M-A 

do uso de este resultado, obtendremos la representación especial 
para una función que tiene su valor limito igual a ó en el punto , 1 : 

f (Af) = b 4 a (Ai), donde lím n (Af) = 0. 


*j Basta considerar que cada una de Inc funcione- de una sola variable 
i),! — (a-j, Of,l”b es infinitésima en el punto r t = a k 
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La» funciones infinitésimas de varias variables se comparan de un 
modo igual al mencionado en el p. 3, § 2, cap. 4, t. 1 para funciones 
infinitésimas do una sola variable. Advirtamos que, al igual que 
en el caso de variable única, por símbolo o (fl) se entenderá cualquier 
función infinitésima en el punto dado A, cuyo orden de pequenez 
es más elevado en comparación con la función p (M). infinitésima 
un el punto dado A. 

5. Condición necesaria y suficiente de existencia del valor lími¬ 
te de una función (criterio de Caucliy). Diremos que la función 
/ {Al) satisface la condición de Cauchy en el punto AI = A si para cual¬ 
quier número positivo e existe un número positivo 8 tal, cualesquiera 
quesean dos puntos M’ y AI" del dominio de definición déla función 
I (M) quo satisfacen las inocnacionos 0 <p(tW\ A) <6, 0 < 
<; p ( M". A) <6. para los valores correspondientes de las funciones 
«e verifica la inecuación 

I / <AD - i ( M") | < e. 

I's válido el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 5.2 (criterio de Cauchy). Para que la función f (M) tenga 
ni el i'iinto M =• .-t su valor límite finito, es necesario y suficienle que 
la función f (M) satisfaga en este punto la condición de Cauchy. La 
demostración do este teorema es plonaroonte análoga a la del teo¬ 
rema 8 2 y se obtiene de esta última sustituyendo las letras .r y a 
por AI y A y cambiando las expresiones de la forma | x — a | por 
el símbolo p ( Ai . -4). 

(i. Valores límite* reiterados. Para !o función do varias variables a -- 

- I Ir,, .i-,. . . ., r„,l se puede definir el concepto de valor límite respecto de 
tiim de la- variables r k , siendo fijos los valores de la* domas variables. En esta 
situación sargo el conceplo de valor limito rrllonuln. Aclarémoslo con ayuda del 
ejemplo di* función ti = I (x, u) de dos variables z e «. Soa que la función « — 

I Ir. y) está definida on en rio enlomo rectangular |r- r„ | < | // -- 

— II o I < dj del punto M„ (x„, y 0 ). a excepción, quizá*, del propio punto W 0 . 
Supongamos que para todo y fijo que satisface la condición u< ;/ — i/« < d¡ 
existe el valor límite de la íiinrión a — f (z. g) de una variable j en el punto 

' r t> 

lim fix, !/) — tf ly). 


y que, además, existe el valor limite h de la función ff íij i en el pimío y - //„. 

Iim 9(g) = ó. 

B-V. 

ISn este caso se dice que existo ol valor límite reiterado h para la función n 
¡ i r y) en el punió el cual se denota del modo siguiente: 

lim lím /(x. ir) —* 
a-•**-•*» 
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Análogamente .se define el valor límite reiterado 
lím lim /(*, y) 

x-x, v~ 0 o 

Domos a conocer las condiciono* suficientes de igualdad «miro dos \.dores 
lím i los reiterado* roción introducido;- 

Teorema Supongamos que la junción n — f (a-, \j j está definuta m cieno 
enlomo rectangular | ¡ — x 0 | < d t , | y — ¡/y I <■ d t del punto M „ (jt 0 . y„j y 
tiene en dicho punto el valor limite h Admitamos también que para cnalquiei .» 
¡IfOy 0 < | r - x 9 | < d lt existe el valor limite (z) = lim f (x, y) »/ pa>a 

v-v* 

cualquier y fijo, 0 < | v — y 9 I < d 2 . existe rl valor limite q (•/) — Jim l U. m 

x — x 9 

ICn este caso existen los oalores limites reiterados liui lím ftr yi y 

x • •, 

lím lím f (ús y), iguales a b. 

U-’Vk JS-Xo 

jn-.AloSTU ación Por cuanto la función u -- ¡ Ir, tiene en .V/ 0 (¿ 0 . y w i el \«- 
lorlímilo b, podemos indicar para todo e > 0 tal ó > 0 que cuando | x r u | v. 
< 6 o | y — y 0 | < 6 so cumple la inecuación | / (x, y) — b | <T e. Di osle lim 
do, on el entorno rectangular | ¿ - x 9 | < 6 e | y — y 0 \ 6 del punió \f u 

los valores do la función / (r, y) diferuncian «le 0 en una magnitud no superior 
a e- Mus. en osle caso, los valores límites «f U) y q« (r), aducidos en la formula* 
ción del teorema, para x o u que satisfacen las inecuaciones | x — j q J • ,* 6 i 
j y — j | < f¡, también difieren de 0 en una magnitud no superior .« e. Por 
consiguiente, los valores limites de estas funciones en lo" puntos t 0 o y 0 »\i*t«*n 
y son iguales a b. El teorema está d« mostrado 

So puedo definir el concepto do límite reiterado para los llamada* ?*iiee>io- 
uos dobles {a my ,}. cuyos elementos a uiu se determinan por dos índice* m \ n. 
A saber: el símbolo lim lím a v . n quiere decir que ul principio -«• define 

n-*»( m-**p 

una sucesión (b„ !, k„ — lim <i m „ y luego so llalla rl limito do ■••Uu mico 
sión ((/„}. 

Veninos, por ejemplo, la sucesión doblo dolido a,„„ c0s"*2Jtid ■ .1 

os un nCimoro fijo. Domoslromos que 

lím lim cos m 2nntr ~ lisio un iiúmvr.i racional, 

II -O; t«* -oa | 

I 0 «¡ / i» un número irracional. 

En efecto, si x ~ pfq, donde p y q son número.-: en tero- . para n q tonomos 
eos 2sin]u I, y, por eso. Huí cos m 2 mAx 1. En otras pal unía* si * 

m-oo 

os un número racional, se- tiene lim lim rw"‘ IihIj -= 1. Si, encamino, r 


«•» irracional, para todo n so cumple la inecuación | eos 2 *n!.i | <.1. por lo 
que lím eos m 2nn\x — 0, os decir. lím lira co* m 2.iw!:e = O 
m—co n— 

01‘SEitVAcJóN Haciendo uso del resultad»» obtenido, podemos defiuir «malí 
ticamente la ¡luición do Dirlchlet (véase p. 1, 5 l,r»p.4,t 11, como límite rcite- 
lado lim lím eos"* 2nnlx. 


§ 3. Funciones continuas de \arias variables 

1. Definición de continuidad de una función de varias variables. 
Supongamos que el puulo A pertenece al dominio de definición do 
¡a función u ■ / (M) de varías variables y que cualquier e-en torno 
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<lel punto A contiene puntos, distintos de A, del dominio de defini¬ 
ción de dicha función 

Definición J. La función u -- / (M) se llama continua en el pun¬ 
to A si el valor límite de esla función en el punto A existe y es igual aI 
valor particular de f (A). Advirtamos uue por cuanto A — llm M. 

M-A 

la condición de continuidad do la función puede ser escrita en Jn 
forma siguiente 

lint /(A/) = /| lint M i. 

M-A '»i-a ) 

Los puntos, donde la función no posee la propiedad de continuidad, 
se llaman puntos de discontinuidad de esta función. 

I'ormulemos la definición do continuidad de una función, em¬ 
pleando la definición de valor límite de una función con ayuda de 
e y ó. 

Definición 2. La función u — I ( M) se llama continua en el pun¬ 
to .1 si para cualquier número positivo t puede Indicarse tal número 
positivo ó que para todo M del dominio de definición cU- la junción que 
salislace la condición |> (M. A ) <ó, se cumple la inecuación | / (M) — 

- J (A) | < e. 

Definición 3. La función u — f (M) se llama continua sobre el 
conjunto {M J sí lo es en cada punto de dicho conjunto. 

Llamemos incremento o incremento total de la junción u * l (A/l 
< n el punto A la función Au que se dejine mediante la fórmula 

-\u - / (.1/) — I (A). (5.3| 

donde M es un punto cualquiera del dominio de definición do la 
función Supongamos que A y M tienen coordenadas respectivas 
a¡¡. . a„ y *|, .x m . Denotemos x¡ — a, - Ai,, r 3 — 

— a l — Ax 4 , , . x„, — u„ = Ar m . Utilizando estas denotaciones, 

obtendremos la siguiente expresión para el incremento de la función 
\n, correspondiente a los incrementos de los argumentos Ax,. . 
.... A.r m : 

Ai/ - I (fl, + Ax,, a, -i- Sj ... .. a + Ax ni ) — 

— / (ai. «s. a„). (5.ií) 

Evidentemente, para que la función u = f ()f) sea continua en el 
punto A, es necesario y suficiente que su incremento Au sea una fun¬ 
ción infinitésima, en el. punió A. es decir, es necesario y suficiente 
que se verifique la igualdad 

lím Au lím (/ (A/> — I LO) -* 0, o bien lím A u — 0 (5.7) 

V *1 M-A " 11 

ár, -*■ 0 

At.ii -* 0 

La condición (5.7) se llamará forma en diferencias de la condición 
de continuidad de la función u = / i\f) en el punió A 
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Para la Junción de varias variables u — j (a:,, ar s , . a .,,) 
podemos definir ol concepto de continuidad respecto de una de las 
variables, siendo fijos los valores de las demás variables Para 
definir este conceplo. examinemos los llamados incrementos parciales 
de la función u, — j (*,. x., en el punto M {x¡, x 

. . x m ) perteneciente al dominio de definición do la función. Fije¬ 
mos todos los argumentos, a excepción del primero, y atribuyamos 
al primer argumento un incrcmonto arbitrario Aj, tal que el punto 
con las coordenadas x, + Ax,. x 2 , . . x m esté en el dominio 
de definición de la función. El increuienlo correspondiente de la 
función so denomina incremento parcial *) de la función en el punto 

M (r,, .r a .x m ) correspondiente al incremento Ax, del argn- 

ineuto .T, y se designa por A», u. De esto modo, 

A*, u — 1 (x, + Ax„ x 2 . x m \ — ! (x¡, x 2 . . . ., x m ). (5.8) 

De un modo igual so definen los incrementos parciales de la función 
correspondientes a los incrementos de otros argumentos: 

A*,» —./(*■„ * a +A* s . x a .x m ) —/(x,. x t .r m ). \ 

. S (!).!<) 

A* m i*./<*|. X a , . .. x ni _,. x m + Ax„,) — /(x,. x s .x,„). J 

Introduzcamos ahora el concepto de continuidad de la (unción 
u *- I (x,. x¡ . r m ) respecto de una de las variables. 

La junción u -- / (x,. x t , . . ., x m ) se llama continua en el punto 
\1 (x„ x s , . . , x m ) respecto de la variable x» si el incremento parcial 
A de esta /unción en el punto \f es una ¡unción infinitésima de Axi.. 
es decir, si 

lfm A».u —0. (5.10) 

a* k -u 

Siendo fijas todas las variables, a excepción de la xi,, la función 
u f x„ . . x m ) es la función solamente do esta variable 
Notemos que la continuidad de la función rospecto de la variable x¡¡ 
significa la continuidad de esta función de variable única Es evi¬ 
dente que He la condición de continuidad de la función u - / (x¡, 
x 2 , . , x,„) ou ol punto dado M so desprendo la continuidad do osla 

función en el punto M respecto de cada una de las variables x,. 
x 2 . ... x m . Sin embargo, de la continuidad do la función en el 

punto Jlí respecto de cada una de las variables z¡. x 2 , ... x m no 
se deduce, por regla general, la continuidad de la función en este 
punto. Para cerciorarnos de olio, veamos los ejemplos siguientes. 

I o . Diremos que la función u = f (,!/) — / (x. y) es continua 
en el punto M sobre cierta recta que pasa por dicho punto, si para 

*1 Gi término ciucrcmonlo parcial» se empica para distinguir este incre¬ 
mento del incremento total (5.C) correspondiente a los incrementos arbitrario* 
Az,, Ai. .Ar m de todos los argumentos r.„ *„ . . z m . 
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tocia sucesión de puntos {¡1/„} de esta roela convergente hacia ol 
pimío 1 [ la sucesión correspondiente {/ (A/„)} de valores de la fun- 
i'iótl liene por límite el valor particular / (.1/) de la función en el 
punto 1/. Por cuanto sobre una recta la función u — / (r, y) es una 
función do una soja variable, el concepto de continuidad de la fun¬ 
ción sobre la recta coincide, obviamento. con el de continuidad de 
la citada función de una sola variable. En particular, la continuidad 
do la función en el punto M respecto de cada una do las variables 
,r t ¡/ es su continuidad sobre las roctas que pasan por el punto \f, 
paralelas a los ejes coordenados. Demostremos que la función 


I zu 

I* = x*+ll* 

I o 


para 

para 


x*+!/ 2 *£0, 

x* + p* = 0 


OHioiiluiiiu en el punto O (0, 0) respecto de cada una do las variables 
<■ o y. es decir, es continua en cada uno do los ejes coordenados, pero 
no )n es sobre las demás rectas que pasan por osto punto, por lo cual 
no e~ continua en el punto O. Cada recta, distinta de los ojos coorde¬ 
nados, que pasa por el punto O (0, 0) puede sor representada me¬ 
diante la ecuación y — Icr, donde k 0. Es obvio que cu semejante 

ícela lodos los valores do la función son constantes o iguales a 1 + /¡í ■ 
Poi eso, si la sucesión {A/„} de puntos de semejante recia, distintos 
del punto O. converge Inicia el punto O, la sucesión correspondiente 
de valores de la función tiene por limite — Por cuanto este 

limite es distinto de cero cuando i # O y no coincido con el valor 
particular de la función en el punto O, la función es discontinua en 
dicho punto de la recta en consideración. La continuidad de una 
función sobre los ejes coordenados se deduce de que sus valores en 
los mismos son igualo» n cero. 

Puede formarse la impresión de que si una función de dos varia 
bles es continua sobre una recta cualquiera que pasa por un pimío 
dado, dicha función es continua en el citado punto. El ojemplo que 
sigue muestra que en el caso general esto «o os así. 


2'. Veamos la función 


-HM) = 


para x* + & 0 

pora **+p s =0. 


que, uunque la [unción mencionada es continua en loda roclo que 
into O (O. 0), no lo es. sin embargo, on osto punto. En cfeelo los 

kz 


Deinoslromos . 
paso por el punto 

valores de la función en lo recta y = kx son iguales a y por eso, i/ - 

cuando x -* 0. La continuidad de esta función sobre el eje O y se deduce de qu 
Mis v,Joros en este eje son iguales a cero. Por otra parte, los valores di- la fnu 
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rión ni Im ]>jiriiIiol;i ,j ¡$j* sou consluntis o iguales a —— i —ni/iiii |k-i la « mil 
pl valor Jímili* «le Ja íuncióo, cuando el punió M lirado al punto O o lo Jaign 
ile la parábola w* igual también n ( *° ,no ( iue para // ^ o oslo liinita 

distinto do roro y no coincido con el valor particular de la función en el punto 
O , tu función será discontinua po csic punto. 


2. Propiedades principales de las funciones continuas de Miria» 
variables. A conlinuaeión daremos a conocer las propiedades principa¬ 
les ilo las funciones continuas do varias variables. Por cintillo la 
demostración de estas propiedades es, en lo principal, análoga n la 
de las propiedades correspondientes de las funciones de una sola 
variable, ofreceremos sólo breves explicaciones otorgando al lector 
la posibilidad do demostrar los pormenores. 

I". OI'KRAUrONBS ARITMETICAS SOBRE LAS FUNCIONAS CONTINUAS f~ 

válida la siguiente afirmación. 

Supongamos r/ne las funciones I (.W) y gi l/) son conlinim * en el 
punto A. Entonces, las funciones f ( 1 /) i ff (Al). I (1/) — g I \l\. 

I (M)-g (1/) u jjjjy son continuas en el punió A ¡el cociente, a ron- 
ilición de que g (A) 0). lista afirmación se dcmncslru de nn modo 

análogo al empleado en la demostración del teorema 4.2. 

2 °. CONTINUIDAD 1 »E UNA PUNCION COMPUESTA 1 ulrOdlIZCllmis el 
concepto de función compuesta de varias variables. Supongamos 
ipio las funciones 


r t n,(t„ t. -«ti. 

I,. . ..t»), 

S», ^Sm(«|. t, . t>) 


(5 II) 


están definidas sobre el conjunto JA ) del espacio cuclídeo E u if,. 

h. . h) so" las coordenadas de los puntos en este espacio). 

Entonces, a lodo punto ;V (t t , . .. l„) del conjunto {.V J se le 

pone en correspondencia, con ayuda de las fórmulas (14.1), mi punto 
-W (x t , x z . . . .. r, ;l ) del espacio euclfdeo E n Denotemos eon {.)/} 
el conjunto de lodos los puntos do esto género. Sea n / (*,. r¡. . . 

■ ■ *m) una función de m variables definida sobre el citado con¬ 

junto (Al }. En este caso diremos que sobro el conjunto {A’} del espa¬ 
cio eucJídoo E* vieno definida la función compuesta u — / (x¡. i,. 

■ m sr,„). donde x,. x s . . son las funciones de las variables 

1 1 . ¿ 2 . ... ffc. con la particularidad de que dichas funciones se 

definen mediante las relaciones (14.11). Es válida la afirmación 
siguiente. 

Supongamos que las junciones j, ij , (<,, i.. . . ., t h ), x , 
lv - Ta (A|i !%■ -• hi) . x m -- i¡i m (I,. I, . . l k ) son continuas 
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en el punió A («„ a.¡, . . a»), mientras que la junción u = / (i„ 

. .. x m ) lo es en el punto B (6,, iij. b,„), donde b, •= 

- q>, (o,, íu, . . a*), i = 1, 2. m. Entonces, la ¡unción com¬ 

puesta u — f (r,, .r.,, . . j: m ), donde x,, x t , . . x,„ son funciones 
de los agrúmenlos t,, t., ., l k , definidas más arriba, es continua 
en el punto A (a,. a 2 , . . a k ) Esbocemos las etapas principales 
•le ilotnostración lie esta afirmación. Sea {A',,}. A'„ A, una suce¬ 
sión arbitraria de puntos, convergente liacia A, del dominio (iV¡ 

de ilefinición de las funciones if ( (íj. í«.í»). y sea (M„) 

sucesión correspondiente de puntos cuyas coordenadas x¡"’ son 
láñales a ip, (/”“, t'¡", . . ., t'i 1 ). Como las funciones <p, son conti¬ 
nuas en ol punto A , lu sucesión {,Vf„} converge hacia el punto 
B (/>,. b j, . . 6„,) (no se excluye la posibilidad do que los punios 

l/„ y /I coincidan). En virtud de que las funciones u ■- j (.r,, ... 

, í m ) son continuas en el punto B, la sucesión {/ (.lí n )} convorge 
Inicia f ( B ). Mas, ésta es una sucesión de valores de una función com¬ 
puesta que correspondo a la sucesión {.V„) de punios del dominio de 
su definición que converge hacia A. Ahora, cuando estamos conven¬ 
cido» de que la sucesión (/ (.!/„)} convcrgo hacia el valor particular 
I (/(), la continuidad de la función compuesta quoda demostrada. 

obsiírvacion La demostración aducida generaliza para el caso 
ilo varias variables la demostración del toorcma 4.5 de la continui¬ 
dad de una función compuesta de una sola variable. 

T' TEOREMA DE LA ESTABILIDAD DEL SIGNO DE UNA PUNCION CON- 
IIMU 

Teorema 5.4. Si la función u f (M) es continua en el punto A 
del espacio euclideo E m y si f (A ) 0, existe un 8 -entorno del punto A . 

dentro del cual en todo punto del dominio de definición de lu función 
f (,)/), ésta no se anula y tiene el signo idéntico al de f (,Vf). La validez 
ile este teorema se deduce directamente de la definición de continui¬ 
dad de una función en términos de «e — 6». 

4® TEOREMA ne QUE UNA PUNCION CONTINUA PASA POR CUALQUIER 
VAL I» I NTERMEDIO 

Teorema 5.5. Sea u - - / (Al) una función continua en lodos los 
punios del conjunto conexo {.V/} del espacio euclideo E m , con la parti¬ 
cularidad de que f (A) y / (B) son los valores de esta función en los 
puntos A y B de dicho conjunto. Supongamos, además, que C es un 
número cualquiera encerrado entre f (A) y I (B). Entonces, en toda 
curva continua L que une los puntos A y R y que está integramente 
dispuesta en {.lf j existe un punto IV tal que / (A') = C. 

demostración Sea 

r, = qi, (í), ** = <p s (t). x = ip„, ( t ). ct sS t < f$. 

la ecuación de la curva continua L que une los puntos A y B del 
con ¡nulo M y que está íntegramente dispuesta en{Af } (véase p. 5, § 1). 
Sobre el segmento [ct, |tl está definida la función compuesta u = 
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— / (ar,, x t , . . x m ), donde x¡ = (t), i = 1,2,.. m. « sí 
sí t sí p. Hs evidente que los valores de esta función en |«, p] 
coinciden con los de la función u = f (Ai) en la curva L. La rilada 
función compuesta de una sola variable t es continua sobre el seg- 
inonlo la, p) en virtud de la afirmación cu la sección 2“ de este 
punto, y, do acuerdo con el teorema 8.0. en cierlo punto g del seg¬ 
mento la, p] toma el valor C. Por eso, en el punto N de la curva L 

con coordenadas tp, (|). cpj (g).«p M (g) se verifica la igualdad 

/ (N) = C. El teorema está demostrado. 

¡j'". CARACTr.lt ACOTADO DB UNA FUNCION, CONTINUA SOBRE UN CON¬ 
JUNTO ACOTADO CURRADO. 

Teorema 5.6 (primer teorema de Weierstrass). Si la junción 
u — j (M) es continua en el conjunto acolado cerrado {A/}, es acotada 
sobre dicho conjunto. Detengámonos en la demostración del ciuáctfr 
acotado de u = / (Al) por arriba. Supongamos que u = j (Al) no 
está acolada superiormente en (M ]. Al igual que en la demostración 
del teorema análogo S.7, seleccionemos la sucesión {A/,,} de punto- 
del conjunto {A/í, para los cuales / (A/„) > n. De conformidad ron 
ol teorema de Boízano — Weierstrass (véase p. 2. $ 2), se puede selec¬ 
cionar on {A/„ J la subsucosión convergente {.!//, n J. cuyo límite 1/ 
pertenece, en virtud de la observación al teorema de Bol/ano - 
Weierstrass, al conjunto {A/}. Evidentemente, la sucesión {/ (.1/,, ri )¡ 
es infinita, l’or otra parle, siendo continua la función en el punió Al 
esta sucesión {/ (A/j, )} ha de converger huela f (A/). La contradicción 
obtonida demuestra el teorema. 

fl°. UNA PUNCION, CONTINUA SOBRE UN CONJUNTO ACOTADO 0MURA 1)0, 
ALCANZA SUS COTAS EXACTAS. 

Teorema 5.7 (segundo teorema de Weierstrass). Si la junción u ■■ 

— / (Ai) es continua sobre el conjunto acotado cerrado {Ai}, la misma 
alcanza en este conjunto sus cotas exactas superior e inferior. La de¬ 
mostración do este teorema es análoga a la del teorema 8.8 del I I 
(segundo teorema de Weierstrass para la función do una sola varia¬ 
ble). 

7°. CONCEPTO DE CONTINUIDAD UNIFORME DE UNA PUNCION DE VARIAS 

vaiuabi.es La junción u — j (M) se llama uniformemente continua 
sobre el conjunto { M } *) del espacio euclídeo E”, si para todo número 
positivo e puede indicarse número positivo ó. dependiente sólo de r. 
tal que para cualesquiera dos puntos M' y Ai" del conjunto {A/} que 
satisfacen la condición p (Af', M *) < 6 se cumple la inecuación 
| / ( M *) — j (Ai') | < e. Tiene lugar el teorema siguiente. 

Teorema 5.8 (teorema de continuidad uniforme). Una función 
continua en el conjunto acotado { M } es uniformemente continua en 


*) Sl- supone en esto caso que el conjunto {.17} es denso en sí, es ilot.tr.en 
cualquier e-cntoruo de cada punto .W de dicho conjunto hay puntos del con¬ 
junto (M ¡ distintos de AI. 
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este conjunto. La demostración de este teorema es análoga a la del 
teorema 1.2 y se obtiene de esta última sustituyendo el término 
«segmento la, ó]» por el término «conjunto {A/}», la letra x, por la 
letra Ai, y las expresiones de tipo | x“ — x' |, por el símbolo 
p ( MM"). 

obsekvacion Llamaremos diámetro dol conjunto acolado {M j 
la cota superior exacta de los números p {M‘, M "). donde M' y M " 
son toda claso de puntos del conjunto {Af}. Haciendo uso del con¬ 
cepto de diámetro de un conjunto, daremos a conocer la siguiente 
propiedad de las funciones continuas sobro los conjuntos acotados 
cerrados. Supongamos que la Junción u = / (M) es continua sobre el 
conjunto acotado cerrado [M ). Entonces, para cualquier número posi¬ 
tivo e puede indicarse un 6 > 0 tal que sobre todo subconjunto cerrado 
p}. que. pertenece al conjunto {A/ j y cuyo diámetro es inferior a 8, 
la oscilación co *) de la junción / (M) es interior a e. La demostración 
de esta propiedad es análoga a la del corolario del teorema 1.2. 

S á. Derivadas y diferenciales de las funciones de varias variables 

I. Derivadas parciales de una función de varias \ariables. Seo 
M (x,, x 2 , . . ., / m ) un punto interior dol dominio de definición 
de la función u -■ / (x,, x¡. . . x„). Examinemos en el punto 
fijo dudo M (x,. x.¡, . ., x m ) la razón entre el incremento parcial 
& y ,u (véase p. I. § 3. fórmulas (5.8) y (5.0)) y el incremento corres¬ 
pondiente Ax* del argumento x*: 

_ / 1 * 1 . *«. Xh + An. xs.i, .... x m l-fir„ la, .. ■ j. nl ) 

Ar» Ai * 

(ó.12) 

La rozón (5.12) es una función do Ax», definida para lodos los valores 
de Ax*. distintos de cero, para los cuales el punto M (x,, x¿. . . . 
. . x„_,, x,, + Sx„. x,. +1 .x,„) pcrtoncco al dominio ríe defi¬ 

nición de la función u. 

Definición. Si existe un límite de la razón (5.12) entre el Incre¬ 
mento parcial A X)i u de la función en el punió M (x )t x», . . ., .r,„) 
y el increniento correspondiente A, a del argumento x h para A, ( 0, 

este limite se denomina derivada parcial de la función u — j (x,. 
**, . , x,„) en el punto M respecto del argumento x h y se denota con 

uno de los símbolos : 

O" Of . 

Oxi, ' en ’ Ux k' ’ x h‘ 


*1 Llámase oscilación o. de la fancién / iMi sobro el conjunto (.tí) a la 
diferencia entro fas cola- exactas superior c inferior de la tum-iún j (M i en dicho 
conjunto 
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De osle nioilii. 


On 

0*k 



\ic 

4j> 


(:> i d 


/\d virtamos (|iu* Id derivada parcial de la función u — f (x¡, ,r 2 , 

. . x m ) raspéelo del argumento x k es una derivada ordinaria de ia 
función de una sola variable x,,. siendo fijos los valores de las demás 
variables. Por eso. el cálculo de las derivadas parciales so realiza 
do acuerdo con las reglas usuales para el cálculo de las derivadas de 
las funciones do una sola variable. 

K.IRMPI.OS. 


to , x ou a a»# — x 

I \ ,/• ™ nrclg - . — jrj-j-, . — . 

T. u-*<>'“ -| In (r— ¡/ + a). £ 

ttu ... 1 rhi I, • . I 

— • r-c*- --— —- j ye ■ 4--r—• 

x—y+z <n x -y \ z 




V. U-IkV -r- , ' 

0* y x> MW^Vr 1 - Vi 


Ou 

Ou 


2 y i* — ¡ñ coa* V»* - « ' 


dz 


2 l/r»-íteos* y**—j« ' 


OB3RRvAf.ioN i Del quo una función Meno en el punto dado todas 
Jas derivadas parciales no proviene, como regla, la continuidad do 
)u misma en dicho punto. Ya nos liemos convencido do que la función 


u .= ¡ pora * J +p*efcO, 

| 0 para 

no es continua on el punto O (0, 0) (véase el ejemplo 1*. p 1. § 3). 
No obstante, en este punto la función mencionada tiene derivadas 
parciules respecto de x o y. b’sto se deduce de que / (x, Ü) <> > 
/ (0. y) — 0, y per esn 

£L\ 

Ox |(II. 0 ) 


! 0 ‘ y — -=t). 

i’U III, (u 


observación 2 liemos definido el concepto de derivadas parcia¬ 
les para los puntos interiores del dominio de representación de una 
función. Para los puntos de frontera del dominio de representación 
la definición de derivadas parciales aducida, en el caso general, no 
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es apta. En particular, esto so debe a que en los puntos de frontera 
del dominio de representación de la función no siempre pueden cal¬ 
cularse los incrementos parcia¬ 
les de dicha función (esto se 
refiere, por ejemplo, al punto 
de frontera JV/ 0 de) dominio mos¬ 
trado en la fig. 5.2). Por eso, 
las derivadas parciales en los 
puntos de frontera del dominio 
de representación de la función se 
hallan, corrientemente, como 
valores limites de estas deri¬ 
vadas. 

2. Concepto de diferenciabili- 
dad de una función de varias 
variables. Recordemos que llá¬ 
mase incremento (o incremento 
total) de la función u — f (x,, Fig. 5.2 

x 2 , • . x m ) en el punto M (x,. 

x 5 , . ., x m ), correspondiente a los incrementos Ai,, Ax a , . . ., Ax m 

de los argumentos, a la expresión 

A« = t (x, + A*,, x, + A**, + • . x m + Ax m ) - 

- / (*i. *a.*m)- 

Definición. La función u = / (x,, x„ . . x m ) se llama diferen¬ 
ciare en el punto dado M (x,. x„ . . x m ) si su incremento total en 
dicho punto puede ser representado en la forma 
Aw = ¿,Ax, + <4 t Ax, 4- . . . + i4 m Ax m 4- 

+ a,Ax, + ce,Ax a 4- • . . + a m Ax,„, (5.14) 

donde A t , A,. . . A m son unos números independientes de Ax„ 
Ax 2 , Ax m , y a,, a 2 , . . a m , unas ¡unciones infinitésimas para 

Ax, -*■ 0, Ax s 0.Ax m -*• 0, iguales a cero cuando Ax, = 

= Ax s — • . . — Ax m = 0. La relación (5.14) se denomina condi¬ 
ción de diferenciabilldad de la función on el punto dado M. La con¬ 
dición (5.14) de diferenciabilidad de una función puede escribirse 
también en un a forma diferente. Para mostrarlo, examinemos la 
función p = V Ax? 4- Ax| 4 - . . . + xj, *), infinitésima para Ax, 

-*■ 0, Ax, -*-0, .... Ax,„ -*• 0, y advirtamos que dicha función 
se anula sólo cuando Ax, = Ar 2 = . . . = Ar m = 0. Cerciorémo¬ 
nos de que la suma a,Ax, 4- «¡¡Ax, -f ■ • . 4- a m Ax„, que forma 
parte del segundo miembro de la relación (5.14), es una función 

l ) Geométricamente, esta función es la distancia entre los puntos M (*,, 
*a. *m) y M (*i 4- A*,. X, 4- Ax, . x m + Ax w ) 
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infinitésima de orden más elevado en comparación con p. Dicho de 
otro modo, cerciore'monos de que esta suma es la expresión o (p). 
En efecto, cuando p ^ 0, se cumple 

< t y por eso 

... +a„,Ax m |< 

<{l «• 1 1 T ± +! «• 1 1 r il + • • • + I «* I P< 

<{|ai 1 + I«» I + •.. 4- I «rn \)P - oípl- 
De este modo, la condición (5.14) do difereuciabilidad de una 
función puede ser escrita en la forma siguiente 

Au = A,Ax, A t Ax s + . . . + A„,Ax m + o (p). (5.15) 

La magnitud o (p) se considera en este caso igual a cero cuando 

p = 0. 

Con el fin de demostrar que la condición (5.15) es equivalenlo 
a la (5.14), hace falta convencerse de que do la representación (5.15) 
se deduce, a su vez, la representación (5.14). Para ello representemos 
o (p) en la forma 

o (p) _ °1P > _£l _ "iPI ój! + Aj|+ . 

- tW ]U+r^V] a ** + • •-r 1 ] 

considerando que no todos los Ax,, Ax 3 .Ax m son nulos *). 

Suponiendo *= <x¡ y considerando que a, es una fun¬ 

ción infinitésima para p -*■ 0 y, por lo tanto también para Ax, -*■ 0, 

Ax a 0.Ax m -► 0, llegamos ala representación (5.14). 

Así, pues, la condición de difereuciabilidad de una función puede 
escribirse tanto en la forma (5.14), como en la (5.15). 

Si por lo menos uno de los números A,, A,, . . ., A m es distinto 
de cero, la suma A,Ax, -f -A s Ax 3 + ... +xl m Ax m es la parte 
principal, lineal respecto de los incrementos de los argumentos, del 
incremento de la función diferenciable. Advirtamos que al definir 
el concepto de función diferenciable, no se excluía la posibilidad de 
anularse todos los números A t , A a , .... A m , por lo cual, si incre¬ 
mento Au do la función puede representarse en la forma (5.14) o 
(5.15) para A x — A 2 = ... = A m = 0, la función es diferenciable 
en el punto dado. 

Resulta válido el teorema siguiente. 

Teorema 5.9. Si la función u = / (x,, x 3 , . . ., x m ) es diferen¬ 
ciable en el punto M (x,, x 3 , . . ., x m ), en el mismo existen derivadas 


*) Si todos los A Xi son nulos, lo serán también todos los termino. 4 * en los 
segundos miembros de las fórmulas (5.14) y (5.15). 
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parciales respecto de todos los argumentos, con la particularidad de que 
—- = A ¡, donde ,4, se determinan de la condición (5.14) o (5.15) de 
diferenciabilidad de una ¡unción. 

demostración. De la condición (5.14) de diferenciabilidad de 
la función en el punto M (z,, z s , .... x m ) se deduce que su incremento 
parcial \.u en este punto es igual a A Xl u = A¡Ax, +a,A;r,. De 
i, “ 

aqu! se desprende que —A,+a, y por eso, dado que cc,->-0 

& x u . 

cuando Az f -*■(), tenemos lím ‘ = ^— — A,. 

&x,-o úz i dz ¡ 

Corolario 1. La condición (5.15) de diferenciabilidad de una función 
en el punto dado M puede escribirse también en la forma siguiente : 

= £- A*. + Tsj- Ax, + ... + Az m + 0 (p) *). (5.16) 


Corolario 2. Si la función u — f (*,, x t , . . ., x m ) es diferenciable 

en el punto M (z,, z 2 . x m ). la representación de su incremento 

A u en la forma (5.14) o (5.15) es única. En efecto, los coeficientes A, 
de estas representaciones son iguales a las derivadas parciales ^ 

en el punto dado M y, por eso, so definen de un modo único. 

Cerciorémonos de la validez de la siguiente propiedad importante 
de la función diferenciable. 

Si la función u = f (x„ z 2 . x m ) es diferenciable en el punta 

M (z,. r 2 , . . .. z m ), es también continua en este punto. En efecto, 
de la condición (5.14) de diferenciabilidad do una función en un 
punto se deduce que lím Aii = O, lo que precisamente quiero decir 

Ax,- o 
Aje,-» O 


Axli.—O 

que la función es continua eu el punto M (véase p. 1, § 3, fórmula 
(5.7)). 

Para el caso do la función u — f (x, y) de dos variables la con¬ 
dición de diferenciabilidad puede ilustrarse geométricamente. In¬ 
troduzcamos el concepto de plano tangente a una superficie en el 
punto JV t . El plano n que pasa por el punto N„ de la superficie se 
denomina plano tangente en este punto si el ángulo formado por dicho 
plano y la secante que pasa por el punto A‘ 0 y cualquier punto A', de 
la superficie tiende a cero cuando el punto N, tiende a (fig. 5.3). 

Si en el punto N 0 existe un plano tangente, es evidente que una 
tangente en el punto A'o a cualquier curva que está dispuesta en la 
superficie y que pasa por jV„ se dispono en el plano mencionado. 


*1 Aqu!, todas las derivadas parciales -r— se toman en el punto dado M. 

dz, 
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Cerciorémonos de que de la condición de diferenciabilidad de la 
función u = / (x, y) en el punto dado M 0 (x„, y 0 ) se deduce la exis¬ 
tencia de un plano tangente a la gráfica S de dicha función en ol 
punto N 0 (*„, y 0 , z„). Pongamos Ax = x - x,„ Ay = y — y ü , Au = 
— u — donde u„ — f (x 0 , y 0 ), u = / (x. y). Obviamente, la 



condición (5.14) de diforonciabilidad en el caso que se examina puede 
ser escrita del modo siguiente: 
u - u„ = A (x - x 0 ) + B (y — p„) + aAx + P Ay = 

— A (x - x 0 ) + B (y — i/ c ) -+- o (p), 
donde A y B son unas constantes iguales a las derivadas parciales 

y en el punto M 0 , mientras que a y p son funciones infinitó¬ 
os oy _ 

simas para Ax 0 y Ay -*■ 0; p = y Ax 1 + Ay*. 

Voamos la ecuación siguiente: 

U — u 0 = A (x — x 0 ) + B (y — y 0 ). 

Por ol curso de geometría analítica sabemos que esta ecuación 
define en uu sistema cartesiano de coordenadas (x, y, U) un plano 
n que pasa por el punto A r 0 (x 0 , y 0 , u 0 ) y que cuenta con un vector 
normal n = {-4, B, —1} *). 

Demostremos que este plano Ji es tangente en el punto N 0 a la 
superficie S. Con este fin basta convencerse de que: 1) el plano it 
pasa por el punto N a de la superficie 5 y 2) el ángulo q formado por 
la normal n a dicho plano y cualquier secante N 0 N X tiende a rt/2, 

*) Llámase vector normal do un plano a cualquier vector no nulo n. per¬ 
pendicular a dicho plano. 
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cuando el punto N, de la superficie S tiende al punto íV 0 . La afirma¬ 
ción 1) es evidente. Pasemos a la demostración de la afirmación 2). 
Calculemos el coseno del ángulo <p utilizando la fórmula conocida 
para el coseno del ángulo entro dos vectores. Por cuanto las coorde¬ 
nadas del vector n son iguales a A, B, —1. mientras que los coorde¬ 
nadas del vector N 0 N¡ de la secante son iguales a x — x„. y ~ y 0 , 
u — u„ (véase fig. 5.3). resulta que 

--- ¿ (*-*.)+fl (ti-IT,)-(u-u„) 

y*> + B=+ 1 V(X - *,)» + (y - y„)»+ (u —u„) 


De la condición de diferenciabilidad do la función u 
so deduce que 

A (x - x a ) + B (y - y„) — (u - u„) = o (p). 


Por eso 


lcosq| 


_ !■> fp) I _J?JpU 

V(r-x 0 )*+ ((/-(/o)* " •» 


/(*. H) 


De osla fórmula proviene que lím eos <p = 0. es decir, lim q- = n/2. 

*,-11 p —0 

La afirmación 2) eslá demostrada. 

De este modo, la diferenciabilidad de la función u = / (r. y) 
en el punto M„ (x„, y„) desde el punto de vista geométrico significa 
la existencia do un plano tangente a la gráfica de la función u — 
= / (a-, y) en el punto N 0 ( x 0 , y„, u 0 ). 

Por cuanto los coeficientes A y fí son iguales a las derivadas par¬ 
ciales respectivos calculadas en el punto M 0 (*„, y„), la ecuación 
del plano tangente puede ser escrita on la forma 

(»-«*>■ ( 5 - 17 ) 

El vector normal n = , — lj del plano tangente suelo 

llamarse normal a la superficie u — j ( x , y) en el punto N„ (x 0 , y a , u 0 ). 

Aclaremos las condiciones suficientes de diferenciabilidad de una 
función de varias variables. 

Teorema 5.10. Si la /unción u = / (x¡, x 2 , . . ., x m ) tiene deri¬ 
vadas parciales respecto de todos los argumentos en cierto entorno del 

o o o 

punto M 0 (a,, x 2 . x m ), con la particularidad de que todas estas 

derivadas parciales son continuas en el propio punto M„, la citada ¡un¬ 
ción será diferenciable en el punto Af t . 

ntMOSTRAcaoN Con el fin de reducir la anotación, realicemos la 
demostración para la función de dos variables u = / (x, y). Así, 
pues, supongamos que ambas derivadas parciales f' x y f' v existen en 
el entorno del punto M„ (ar 0 , y„) y son continuas en el mismo. Atri- 
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huyamos a los argumentos x e y unos incrcmontos Az y A y tan peque¬ 
ños que ol punto M (x 0 + Az, y„ + Ay) no salga de los márgenes del 
citado entorno del punto M a - El incremento total Au = / (x 0 •+■ 
-|- Ax, y 0 Ay) — / (x 0 , y 0 ) pue<le escribirse en la forma 
Au = [/ (x„ -f- Ax, y„ + Ay) — / (-t„. y„ 4- Ay)] + 

+ !/ (a-o- yo + Ay) - f (x 0 . y 0 )J. 
La expresión (/ (x„ + Ax, y 0 + Ay) — / (z„. y 0 -+- Ay)] puede con¬ 
siderarse como incremento de la función / (a - , y„ + Ay) de una sola 
variable x sobro el segmento [z 0 , x 0 -f- A*]. Por cuanto la función 
u = / (x, y) tiene derivadas parciales, la citada función / (*, y„ + 
-1- Ay) es difcrencinble y su derivada respecto de x os una derivada 
parcial f‘ x . Aplicando al incremento mencionado la fórmula de La- 
grange, hallaremos tal 0, del intervalo 0 < 0, < 1 que 
1/ (i 0 + Ax, y„ + Ay) — / (*„ y 0 + Ay)] — 

= lx ( X 0 + 0, Az, ij 0 + Ay) Ax. 
Razonando análogamente, obtenemos que para cierto 0. ¿ del 
intervalo 0 < 0 2 < i 

1/ (*o. Vo + Ay) - 1 (x 0 . y 0 )l — )' v (x„. y„ + 0,Ay) Ay. 

Por cuanto las dorivadas f x y /¿ son continuas en el punto M 0 , 
resulta que 

fx (x 0 + 0i Ax, y„ + Ay) — )' x (x 0 . y„) + o, 

/¿ (* 0 . yo + 9»Ay) = tv (x 0 , y„) + (5, 

donde a y p son funciones infinitésimas para Az-eÜ y Ay -*■ 0. 
De aquí, considerando las expresiones aducidas para 

1/ (Z(j + Az, y„ + Ay) - / (z 0 , y„ + Ay)] y 
1/ (*o- Vo + A y) - i (z 0 , y 0 )] 
y la expresión para Au, hallaremos 

Aiz = f x (z 0 , y o) Az + /; (z 0 , y„) Ay -f «Az -f pAy. 

Por consiguiente, la función u = / (z, y) es diferonciable en el punto 
Af 0 . Cuando se trata do una función de m variables u = / (z,. z 8 , . . . 
. . z„,). los razonamientos son análogos, mas el incremento total 

Au de esta función debe representarse en la forma 

Au = /(zi +Axi, .. x m + Ax,„)— /(x„ ...,x m ) = 

m o e 

— X 1/ (*n •••• x h-f x k-\~Ax h , ijti+Aii+i, ... 

*=l 

.... X m -p Ax m ) — / (Zj .z*_„ z», z ft+1 +Az fctl . x m + Az m )]. 

El teorema está demostrado. 
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3. Concepto de diferencial de una función de varias variables. 
Definición. Llámase diferencial du de la función u — f (x x . x 3 , . . . 

. . .. x „,| dlferenciable en el punto M (i,. x a .£„,) a la parte 

principal, lineal respecto de los incrementos de los argumentos, del 
incremento de dicha junción en el punto M. Si lodos los coeficientes A, 
en la representación (5.14) del incremento de la función diferenciable 
son nulos, la diferencial du de la función en el punto M se considera 
igual a cero. 

De este modo, se denomina diferencial du de la función u = 
— f {x¡ . x„,) en el punto M la expresión 

du = /1,4a:, + A.Aj, + . . . + An,hx m . (5-18) 

Recurriendo al teorema 5.9, podemos escribir, evidentemente, la 
expresión (5.18) para la difereucial du del modo síguiento: 

** “ + • ■ • + -¿t « 5 ‘ lü) 

Introduzcamos el concepto de diferencial dx, de la variable indepen¬ 
diente x,. Por diferencial (ir, de la variable independiente x¡ puede 
entenderse un número cualquiera que no dependo de *„ x a , . . x m . 
Pongámonos de acuerdo que on adelante este número se tomo igual al 
incremento Ai, de la variable independiente x t . Iíste convenio nos 
permite reescribir la fórmula (5.19) en la forma 

<*“== ■*.+**+ • • •+■£■*- < 5 - 20) 

Subrayamos quo la fórmula (14.20) fue establecida sólo para el caso 

en que los argumentos x¡, x t . . son variables independientes. 

No obstante, más abajo (on ol p. 5 de este párrafo) demostraremos 
que la fórmula (5.20) siguo válida también para el caso en quo los 

argumentos x„ x . . no son variables independientes, sino 

que son funciones diferencia bles de ciertas variables nuevas. 

4. Diferenciación de una función compuesta. Aquí estudiaremos 

ol problema de diferenciación de una función compuesta de la forma 
ii. = / (*,, x .. x m ), donde 

*l = ¥l(<l. *2- •••. f»). 

.*»)■ 


X m — tro (*1' t¡, . ... I/,). 

Demostremos quo on unas condiciones determinadas esta función 

compuesta es función diferenciable de sus argumentos t„ í 2 . t h . 

Las derivadas parciales de la citada función compuesta respecto dé¬ 
los argumentos f„ t,. .... se expresan en términos de las deriva- 


(5.21) 
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das parciales de la función u = / fr„ x a . x r „) y en términos de 

las derivadas parciales de la función (5.21) según las fórmulas si¬ 
guientes: 


du 

du 

", , du 

i 

.+ 

du 

d*m 


At, 

úx¡ 

di, di. 

r + -- 

0x m 

di , ’ 


du 

du 

di, , du 


• +■ 

du 

dlm 


dt 2 ~ 

oz¡ 

01. ~ dx t 

ót, + ■ 


dí a ' 

15.22) 

Oa _ 

Su 

di, . du 
' din + di a 

dz, , 


du 

dz m 


din 

"i 


- • T 

dZ m 

din ‘ 



Demostremos el siguienlo teorema fundamental. 

Teorema 5.11. Supongamos que las funciones (5.21) son diferen- 

la función u = f (x,, 


dables en cierto punto M (t¡, t 2 . 


¡k) y 


x m ). lo es en el punto correspondiente N (x,, x a , 


donde x, = tp, (<„ t .<*), i = 1. 2. m. Entonces, la fun¬ 
ción compuesta u — f (x,, x a , .... x m ), donde x,, ... se 

definen mediante las relaciones (5.21). es diferenciable en el punto M. 
En este caso las derivadas parciales de esta función compuesta en el 
punto M se definen mediante las fórmulas (14.22). en las cuales todas 

las derivadas parciales ^ se toman en el punto N, 

y todas las derivadas parciales de la función (5.21) respecto de los 

argumentos , ¿ a , 

DEMOSTRACION 


«I 

. t k se toman en el punió M. 
A los argumentos í,. t a 


i» en el punto 

M (5„ t 3 . t h ) les daremos arbitrariamente los incrementos 

Ai,, Ai., . . ., Al*, no simultáneamente nulos. A estos incrementos 
los corresponden los incrementos Ax,, Ax a , .... Ax m de las funcio¬ 
nes (5.21) en el punto A/. A los incrementos Ax„ Ax a , . . .. Ax m 
les corresponde, a su vez, el incremento A u de la función u = 

= / (x„ ..x m ) en el punto A r . Por cuanto la función u = 

= / (x,, x a , . . ., x m ) se supone diferenciable en el punto ¡V, el ci¬ 
tado incremento A u de la misma puede ser escrito en la forma 


A u = 


du 

dz¡ 


Axi -f Ax a -f ■. • + -377 Ax m +«i Ax,-f 


. Ax. 


(5.23) 


du 

0x„ 

+ a a Ax a + 

du 

0x x ' di, ’ ' ' ' ’ ox m 

el punto N, y a,, a t . . . a m son funciones infinitésimas para 

Ai, o_ Ax a 0.Ax m 0, que son iguales a cero cuando 

Ax, = Ax a = . . . = Ax m — 0. Recalquemos que en la relación 
(14.23) Ax,. Ax a , . . Ax m son los incrementos de las funciones 


donde las derivadas parciales , -4j- 


se toman en 
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(14.21) , que corresponden a los incrementos elegidos At¡, At¡, . . . 
. . At k de los argumentos de estas funciones. Por ser las funciones 

(5.21) diferenciables en el punto M (f„ f s .í*), los incrementos 

mencionados Ax ( pueden escribirse en la forma siguiente: 

Aí i = -^l-Af 1 + -^-At t +...+-g-At*+o(p), i=l. 2 . m, 

(5.24) 

donde las derivadas parciales > •••* 77 se toman en 

el punto M, y p= V (A /,) 2 + (Af a ) 2 + ... -f(Aí*)*. 

Hemos do convencernos de que al introducir la expresión (5.24) 
en el segundo miembro de (5.23), el incremento Au puede ser reducido 
a la forma 


A u “= A,Ai, 4- A,Af a + . . . + A„Aí* ■+■ o (p). 


donde 


du óx, , Su Oí. , , du dx„, . t o 

A ‘ = -dir~ó¡r + ~ó7T~ + --- + 'a^r~ ■ 


(5.25) 

. *. 

(5.26) 


Con esto el teorema quedará demostrado, pues la fórmula (5.25) 
establece el bocho de que una función compuesta es diferenciablo y la 
expresión (5.26) es una derivada parcial de la citada función com¬ 
puesta (véase el teorema 5.9). 

Al introducir en el segundo miembro de (5.23) las expresiones 

(5.24). obtenemos, además del grupo de sumandos A,Ai, + A,A< S + 
A h At k , otros grupos de sumandos. Nos hace falta conven¬ 
cernos de que todos los demás grupos de sumandos representan la 
magnitud o (p). Esto se deduce de los razonamientos siguientes: 

l c . Todas las derivadas parciales en la fórmula (5.23) se toman 
en el punto N, es decir, son unas constantes que, siendo multiplicadas 
por o (p). dan de nuevo la magnitud o (p). 

T. Todos los Ax, (1=1, 2, .... m) satisfacen la inecuación 
| Ax, 1 ^ const p. Esto se deduce inmediatamente de las fórmulas 

(5.24). 

3 o . Todas las a¡ de la fórmula (5.23) son funciones Infinitésimas 
para p — 0. En efecto, todas las a, son infinitamente pequeñas para 
Ax , 0, Ax 3 —► 0, . . Ax m 0. Pero, todas las funciones (5.21) 
son diferenciables y, por tanto, continuas en el punto M. razón por 
la cual Ax x , Ax t , . . ., Aar m tienden a cero cuando p-^0. 

4°. Todo producto a, Ax, representa la magnitud o (p). Esto se 
desprende directamente de los pp. 2° y 3 C . El teorema está demos¬ 
trado. 
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oiisiaivACMN. Analicemos uu caso particular, de importancia, 
cuando las funciones (5.21) dependen de un argumento t. En esle 
caso tenemos una función de una sola variable t: u = f (* |t rr s , . . . 
.... x,„), donde x, = q>, (t). La derivada de esta función com¬ 
puesta se define mediante la fórmula siguiente 

du au dx | , cu di .. cu dx m . - 

dt * dx, Ot T íi, di + dx m di ’ '■ ¿ 1 


Apliquemos la fórmula (5.27) para demostrar el teorema de Euler 
de las ¡unciones homogéneas. 

La función u = f (x,. x s , . . x,„) definida sobro el conjunto 

{M} se denomina función homogénea de grado p en este conjunto, 

si para todo punió M (r„ x a . x m ) del conjunto {M) y para 

todo número t, para el cual un punto N (tx,, í-r a . tx m ) per¬ 

tenece al conjunto {M}, se verifica la igualdad 

/ (i*j. . ‘Xm) = ***/ (x„ x s . x m ). (5.28) 


Teorcma5.12 (teorema de Euler sobre las funciones homogéne¬ 
as). Si u — f (*,. x a , . . x m )es en cierto dominio {Af} una función 
homogénea dtferenciable de grado p, en cada punto M (x,, x 2 , . . x m ) 
del dominio {M) se verifica la igualdad 


dx. 


-Xi + 


iu 

dx. 


*,+ ••■ + 


ou 

din, 


pu. 


(5.20) 


O O O 

demostración Sea A/ 0 (x,. x 2 , . . x m ) un punto arbitrario del 
dominio {M). Estudiemos una función compuesta u =■ / (x,, x„ . . . 
. . ., x m ), donde x¡ = tx¡ (i — 1, 2, . . m), es decir, una fun- 

o o o o 

ción u = / (te,, tx. . tx m ). Por cuanto las funciones x, — tx, 

son diferenciahles para t = 1 y la función u = / (x„ x 2 , . . x m ) 
lo es en el punto correspondiente M„, entonces, de acuerdo con el 
teorema 5.11 y con la observación a este teorema, podemos calcular 
la derivada — do esta función compuesta en el punto t = 1 según 
■la fórmula (5.27). Puesto que —■ = x,, se tiene 


/iu 

di i — i 


_ du I i 

-líT I < + 


du 

ax t 


x ¡ + ••• + ■ 


(5.30) 


donde las derivadas -r— so toman en el punto M 0 . Por otra parle 

en virtud de (5.28), la ¿unción compuesta sujeta a la consideración 
puedo ser representada en la forma 

i4 = /(fx„ íx 2 , .... tx„) = t p f (x,. L . x m ). 


(5.31) 
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De (5.31) so desprendo que = pf’’* 1 /(x,, x 2 , x„), es decir, 


= = (5-32) 

Cotejando (5.30) y (5.32). obtendremos la relación (5.29) para el 
punió M 0 . Por cuanto el punto M 0 es arbitrario en el dominio {A/}, 
el teorema queda demostrado. 

5. Forma invariante de la primera diferencial. En el p. 3 se ha 
introducido el concepto de primera diferencial du de una función 
de varias variables y so ha establecido que cuando los argumentos 
x,, x., .... x„, son variables independientes, la diferencial du 
puede ser representada en la forma 

dum .^ rdXt+ ^. dXt+ ... + ^-. dXm . (5.20) 

En este punto se demostrará que la fórmula (5.20) es universal y es 
válida también para el caso en que los argumentos . . ., x m 

son de por sí funciones diferenciales de las nuevas variables 

t¡¡ .í». La propiedad citada de la primera diferencial se suele 

denominar propiedad de uivarlaeión de su jorma. 

Supongamos que los argumentos x,, x t , . . x,„ de la función 

u = 1 (x,. x,.x m ) son funciones diferonciablus x, — <p ( (L, 

O O O 

i a , . t k ) en un punto A (/,. í t .f»), y la propia función 

u => / (x>, x.. x m ) lo es on un punto Ii (x,, x 2 . . . x m ), 

O o o o 

donde x¡ =« q>, (f lt í 2 . • • •• **)• tul caso podemos considerar u 

como una función compuesta do los argumentos í,, t 2 . t k , 

la cual es, en virtud del teorema 5.11, diferenciablc on el punto A. 
Por eso, la diferencial du do esta función compuesta puedo sor repre¬ 
sentada en la forma 


*‘=-sr <«■+-£ dt *+"-+-£r d ‘*' 


(5.33) 


donde se definen a partir de las relaciones (5.22). Introdu- 
Ciendo de (5.22) en (5.33) y reuniendo los coeficientes de 

dt¡ 

, obtendremos 
0*1 

, du / dx. ,, . dx. ,, . , dx, 

d " = uir\'ar d ' i+ ^ d ' t+ otk 


dl k ) -r 

• •+^r(^r dí ‘+^r dí »+--- + - 


Nos queda señalar que en la última relación el coeficiente de j-- 
os igual a la diferencial dx, de la función x, cp, (t,, f 2 , . . ., <*). 
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Obtendremos para la diferencial da do la función compuesta la fór¬ 
mula (5.20), en la cual las diferenciales dx, serán diferenciales de 
las funciones x, = (p ( (í,, í 2 , . . t k ). La invariación do la forma 
de la primera diferencial queda establecida. 

La propiedad de invariación de la forma de la primera diferencial 
permite oslablecer las siguientes reglas de diferenciación. Sean u y v 
unas funciones diforenciables de ciertas variables. Entonces 
d ( cu ) = c du (c = const), 

d (u ± v) = du ± dv, d {uv) = udv +v du, d — v ^ u1,1 . 

(En la última de las fórmulas escritas v no se anula.) 

Demostromos, por ejemplo, la validez, de la torcora de las fór¬ 
mulas citadas. Veamos una función w = uv do dos variables u y v. 
La diferencial de esta función dw es 

dw = ^du + -^-dv. 

Por cuanto = v y = u, tenemos dw—udv+vdu. Por sor 

invariante la forma de la primera diferencial, la expresión u dv + 
v du expresa la diferencial de la función uv también en el caso 
en quo «yo son de por sí funciones diferenciables de ciertas variables. 

6 . Derivada dircccional. Gradiente. Supongamos que una función 
u = / (z, y, i) de tros variables x. y y z viene dada en cierto en¬ 
torno del punto A / 0 (x 0 , y 0 , z„). Examinemos una dirección definida 
por el vector unidad a, cuyas coordenadas son eos a, eos p, eos y *)■ 
Tracemos por el punto M„ el eje 1, cuyo sentido coincide con el del 
vector a, elijamos en dicho eje un punto arbitrario M(x, y, z) 
y denotemos con l la magnitud del segmento orientado M„M del 
mencionado eje **). Por el curso de geometría analítica se conoce 
que las coordenadas x, y, z del punto M so definen mediante las 
igualdades 

x = x 0 + l eos a, y — y 0 4- l eos P, z — z 0 + l eos y. (5.34) 

En el eje 1 la función u = / ( x. y, z) es. evidentemente, una fun¬ 
ción compuesta de una sola variable l. SI esta función tiene en el 
punto 1 = 0 una derivada respecto de la variable l, la citada derivada 
lleva el nombre de derivada segiin la dirección 1 de la función u = 

= f (x. y, z) en el punto AI 0 y se designa por el símbolo Do con- 

*) Por el curso do geometría analítica se sabo que si el vector mudad n 
forma con los ejes coordenados los ángulos a. p. y, las coordenadas do esto vector 
son iguales a eos a, eos p, eos y. 

*•) Llámnso magnitud l del segmento orientado M 0 M del eje 1 a un núme¬ 
ro, igual a su longitud tomada con el signo más, si la dirección do oste segmento 
coincide con la del eje 1 , y tomada con el signo menos, si la dirección «ie este 
segmento es opuesta a la del eje 1 . 
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formidad con la observación al teorema 5.11, si la función u = 
= / (*, y, z) es diferenciable en el punto M 0 , la derivada puede 
calcularse según la fórmula (5.27), en la que el argumento t ha de 
sustituirse por l. De este modo. 


du <>u di , du dy , du 
ni ~ dx di + dy di ~ dt 


dz 

1 ¡ 


l J or cuanto ^- = cosa, -^- = cosp, -^- = cos v. de la última fór¬ 
mula hallamos 

^^cosa + ^cosp + ^eosy (5.35) 

Introduzcamos el concepto de gradiente de la función u = / (¡r, y, z) 
diferenciable en el punto M 0 (x 0 , y 0 , z 0 ). 

Llámase gradiente de la función u = ¡(x, y, z) en el punto A/„ a 
un vector que se denota con el símbolo grad u y que tiene coordenadas 
iguales, respectivamente, a las derivadas^, tomadas en el 

punto My. De este modo, 

-&}■ (5 ' 36) 

Utilizando el concepto de gradiente de una función y teniendo pre¬ 
sente que el vector a que define la dirección del eje 1 tiene por coorde¬ 
nadas eos a, eos P, eos y, representemos la expresión (5.35) para la 

derivada — según la dirección 1 en forma del producto escalar de los 
vectores grad u y a: 

^- = a grad u *). (5.37) 


Mostremos que el gradiente de la Junción u = f (x, y, z) en el punto 
M„ caracteriza el sentido y la magnitud de crecimiento máximo de esta 
Junción en el punto My. A saber: cerciorémonos de que la derivada de 
la función u en ol punto M 0 según la dirección definida por ol gra¬ 
diente de dicha funcióu en el punto mencionado tiene valor máximo 
en comparación con la derivada según cualquier otra dirección en el 
punto M 0 , y el valor de la citada derivada es igual a | grad u |, 
es decir, a la longitud del vector grad u. Reescribamos la fórmula 
(5.37) en la forma 

|a| Igrad ¡z| cosqi. 


*) Recordemos que el producto escalar do dos voctores, definido como 
producto do módulos (longitudes) de los vectores por el coseno dol ángulo com¬ 
prendido entro ellos (cuando los vectores vienen dado? por las coordenadas) es 
igual a la suma de producios de la? coordenadas homónimas de estos vectores. 
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donde q: es el ángulo entre los vectores a y grad u. Por cuanto 
|a | = 1, tenemos = |grad u | eos ip. 

De la última fórmula so deduce que la derivada direccionai tendrá 
el valor máximo (~^¡r) miii para eos <p — 1 , es decir, cuando la di¬ 
rección del vector a coincida con la del grad u, con la particula¬ 
ridad de que í-^r) =|grad«|. 

\ oí / inAr 


Con el fin de aclarar el siguificailo geométrico del vector grad a introdru- 
enmos el concopto de superficie de nivel de una (unción u — f (x, y. a). 

Llamemos superficie de nivel de la función u = / U, y, i) a loda superficie, 
sobre la cual la función u = / (a. y, s) conserva constante su valor: / (r, y, :| — 
= e = const. 

No es difícil convencerse de que el vector grad u en un punto dado V/„ u 0 , 
!/„. «„) es ortogonal con relación a una superficie de nivel de la función « = 
— flr, y, s). qué pasa por el punto dado .V,. 

OBSERVACION. Rn caso de una función u =■ / (x, y) de dos varia¬ 
bles x e y, el vector unidad a que define la dirección en el punto M„ 
tiene por sus coordenadas eos a y sen a Por eso, en este caso la fór¬ 
mula (5.35) tendrá la forma 


du du du 

— = — cos'x+^ r sena. 


’Hi 


Notemos quo en caso de una función do dos variables el gradiente 
de la función diferpnciable u ( x , y) se define como un vector que 
tiene por coordenadas d ~ y La fórmula (5.37) será, evidentemente, 
válida también en caso de dos variables. Para una función u = 

= / (*,, x, .x m ) de m variables x,. x.. x ra , la derivada 

direccionai y el gradiente se determinan de un modo análogo. A sa¬ 
ber: la derivado gj on el punto Aí 0 (x,. x 2 .x m ) según la direc¬ 

ción 1 , que se define mediante el vector unidad a= {cosa,, 
eos a 2 , . . ., eos a m } *) se defino como derivada respecto de l de la 
función compuesta u = / (x,, x 2 , . . x ro ), donde *, = *,+ 

O o 

4- l eos a,, x 2 = x 2 -f- l eos a 2 , . . ., x m = x m -|- l eos a m . Si u = 
— / (x,, x 2 , . . x m ) es una función difereuciable, para la derivada 
direccionai tiene lugar la fórmula siguiente 


Su 

nr 


Su 

Oí 


cosa,+ 


du 

dx t 


cosa 2 + 


. du 

f __ cosa m . 


*) En geometría analítica del espacio eucüdeo ra-dimensional el vector 
unidad a se define como vector con las coordenadas eos a,, eos a e , .... eos a nl , 
donde eos 2 a, + eos eos í a rn — 1. 
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Llámase gradiente de una función en el punto dado M n (*,, ... 

. . ., x m ) a un vector que se denota con el símbolo grad u y que 

tiene por coordenadas ■— , —■ .Jp , con la particularidad 

de que las derivadas mencionadas se toman en el punto M 0 . Para 1» 
derivada direccional de una función diferenciable u — f (x¡. x a , . . .. 
. . ., x m ) resulta válida la fórmula (5.37). 


§ 5. Derivadas parciales y diferenciales 
ile orden superior 

I. Derivadas parciales de orden superior. Supongamos que una. 
derivada parcial respecto del argumento x, de una función u = 
= J (x¡, x t , . . ., x m ), definida en un domiftió determinado (fl/J, 
existe en cada punto del dominio {Al }. En este caso la citada deri¬ 
vada parcial es una función de las variables X|, Xj. . . ., x,„. también 
definida en el dominio (A/). Puede suceder que esta función ~ 
tenga la derivada parcial respecto del argumento x* en cierto punto Al 
del dominio {Al}. Entonces, dicha derivada parcial respecto del 
argumento x* se denomina segunda derivada parcial o derivada par¬ 
cial de segundo orden de la función u = / (x,. x¡ .x,„) en el 

punto Ai, primero respeelo del argumento x¡, luego, respecto del 
argumento x* y se denota ron uno de los siguientes símbolos 


<>*u 

«x d'1 ’ 


’*, x h' 


u 


ls> 

x l x k ■ 


Además, si i^k, la derivada parcial g Xk ¿ Xl sc Heme parcial 

mixta de segundo orden. Inlroducido ol concepto de segunda derivada 
parcial, puede introducirse sucesivamente la noción de tercera deri¬ 
vada parcial, luego, de cuarta derivada, etc. Si suponemos que ya 
tenemos introducida la noción de (n — l)-ésima derivada parcial 
de la función u = f (x,, x.¡, . . ., x m ) respecto de los argumentos 
x ( i, x¡„ . . ., x¡ (algunos o todos los números de la cual pueden 
coincidir) y que esta (n — l)-ésima derivada tiene en el punto M 
derivada parcial respecto del argumento x ¡n , la citada derivada par¬ 
cial recibe el nombre de n-ésima derivada parcial (o derivada parcial 
de n-ésimo orden) de la función u = / (x,. x 2 , .... x m ) en el pun¬ 
to M respecto de los argumentos x¡,. . x >„■ De esto 

modo introducimos el concepto de re-ésima derivada parcial por el 
método inductivo, pasando de la primera derivada parcial a las poste¬ 
riores. La relación que defino la n-ósima derivada parcial respecto de 
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los argumentos x¡,. x¡,, . . í ( m . x¡ n . tiene la íorma 
_^__ ó i _ a n -'u _ 

• dz ¡t ax H ~ ax <» ' • - Íx / S '»*íi 


)• 


los índices i,, 
9”u 


i„ coinciden entre sí, la deri- 
llama derivada parcial mixta 


Si no lodos 

vada parcial - 5 -,— 

{cruzada) de n-ésimo orden. Por cuanto la derivada parcial respecto 
del argumento x¡ se define como derivada ordinaria de una función 
de variable única x¡, siendo fijos los valores de las demás variables, 
la metodología de cálculo de las derivadas parciales de orden supe- 
rior exige que se sepa calcular sólo las derivadas ordinarias de pri¬ 
mor orden. A título de ejemplo, calculemos las derivadas parciales 
de segundo orden de una función u = arctg -2-. Tenemos 


Óu _ 

V 

du 

X 

dx ~ 

x*+» 2 ’ 

dy ~ 

x*+y 4 ’ 

¿Pu 

2*y 

a*u 

i* —y» 

dx* ~~ 

<**+ !/*)'* ' 

dx dy “ 

'P+y*) 4 • 

d*u _ 


d*u _ 

2xy 

dy tíx 

(X*+.V , 1* • 

dyi 

<x 4 + y*l* • 


En el ejemplo examinado las derivadas parciales mixtas 




y , ti/ son iguales. Por regla general, los valores de las deriva¬ 
das mixtas dependen del orden en que se realiza la diferenciación 
sucesiva. Cerciorémonos, por ejemplo, de que las derivadas par- 
«*u .. tt*u 


cíales mixtas 


dy Bx ^ dx By 


de la función 


U={*^ 


para x* + p 2 ^ 0, 
para x 2 -)-y~ = 0 


existen en el punto (O, 0), pero no son iguales. En efecto. 


Por oso 



y(x‘—y* + 4x'ii*) 

(x’ + y*)* 

0 


para x*+ y z ^=0, 
para i s -fy 2 = 0. 


du j _ du 

d 9 u I _lín» _ £' x *= 0 , u— 0 

dy dx |x= 0 , v =0 ~ ¿Lo y 


— 1 . 
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Al realizar cálculos análogos, obtendremos - v - v — | =• 1. De 

Ox ay |,-.=ii. 

este modo, on el punto (0, 0) Aclaremos las condiciones 

suficientes de independencia de los valores délas derivadas mixtas res¬ 
pecto del orden en que se efectúa la diferenciación sucesiva. Introduz¬ 
camos previamente el concepto de función de varias variables re veces 

diferenciable. Unafunciónu = f (x,. x,. x m ) se denominan veces 

diferenciable en un punto M 0 (x,. x¡, . . ., x m ) si todas las derivadas 
parciales de (re — 1 )-ésimo orden de esta función son funciones diferen- 
ciables en el punto M 0 . Hagamos resaltar la afirmación siguiente. 
Para que una función u = f (x„ x s , . . ., x„) sea re veces diferenciable 

en un punto M 0 (x¡, . . x m ). es suficiente que todas las derivadas 

parciales suyas de n-¿simo orden sean continuas en el punto M a . La 
validez de esta afirmación se deduce de la definición do diferencia- 
bilidad de una función y del teorema 5.10 de las condiciones sufi¬ 
cientes de diferenciabilidad. 

Teorema 5.13. Sea u — f (x, y) dos veces diferenciable en un punto 
di i, (.<■„, !/„). Entonces, en dicho punto las derivadas parciales fü y uti 
son Iguales. 

nr.MOSTRACjóN Por cuanto la función re = / (x, y) es dos veces 
diferenciable on el punto Ai, (x 0 , y»), las derivadas parciales /i 
y f'„ están definidas en cierto entorno del punto M„ y son funciones 
diferonciables en este punto. Veamos la expresión 

<0 ™ / (x 0 + h. y 0 + h) — f (x, + h. y 0 ) - 

- f (Jo. </» +*)+/ (*». y 0 ). (5-38) 

donde h es un número cualquiera tan pequeño que el punto M (x„ + 
+ h. y a + h) se encuentra en el entorno mencionado del punto M 0 . 
La expresión <D puede considerarse como el incremento Acf = 
■» <P (x 0 -(- h) — 9 (x 0 ) de la función <p (x) = / (x, y„ + h) — 
— / ( x, y 0 ), de una variable i, que es diferenciable sobre el segmento 
lx 0 , x„ + fc]. Por eso, do acuerdo con la fórmula de Lagrange, al 
designar con 8 un número del intervalo O< 0 < 1 , podemos escribir 

<l> «- Ai|' = <f' (x, + Oh) h ^ f)' x (x„ + Oh). t/ 0 -f- h ) — 

- /i (x Q -t Oh. ;v«)l h = {|/i* (x„ + Oh. y„ -j- h) - 
- /i (*o, {io)l - I íx (X U + Oh, y 0 ) - f x (x„ y„)])h. (5.39) 

Por cuanto la derivada parcial f' x es diferenciable en el punto A/ n , 
resulta que 

1/i (x„ + Oh, y a + h) - ( r {x„. !/„)) = 

= fxi (X 0 . y o) Oh -j- fl¡, (x 0 , IJ„) h + ce,0h + p,h, 
1/i (*o + Oh, í/ 0 ) — t'x (x 0 , j/ 0 )l = f%, x„ y 0 ) Oh -j- a. 3 e/t, 

13-652 
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donde a„ p, y a t son funciones infinitésimas para h 0. Al intro¬ 
ducir las expresiones halladas para (f v (*„ + Qh, y 0 h) — 
~ /» (* 0 . i/o)) y \j'x (x 0 + ®k. y« — íx (*», y 0 )) en la fórmula (1-5.39), 
obtendremos 

” I til (-*■(.. y«) + al /i 4 , (5.40) 

donde a - a,6 + (5, — a.,0 es una función infinitésima para h -+■ 0. 
Por otra parte, la expresión cp que se define mediante (14.38), puede 
considerarse como el incremento Aip = t|> [y 0 + h) ~ vf (y„) do la 
función iji ( y ) — f (x 0 + h, y) — / (x„. y), diferenciable en el seg¬ 
mento |í/ g , í/ 0 -+• Al. Aplicando la fórmula do Lagrange y conside¬ 
rando la diferenriabilidad de la derivada parcial f¡, en el punto M„, 
obtenemos por analogía con el caso antecedente la siguiente expre¬ 
sión para (li: 

<!> = Í/SS y„) -f pl h 3 , (5.41) 

donde p es una funcióu infinitésima para h 0. Al igualar los se¬ 
gundos miembros de las roluciones (5.40) y (5.41) y simplificando 
ambos miembros de la igualdad obtenida por /t 2 , hallaremos que 
/*».(*<)•, !/<i) + “ “ fui ( x o. y «) + P- Por cuanto a y p son fuucioiies 
infinitésimas para h 0, do la última igualdad proviene que 
fxi (*«. ,Vi>) ~ f'<fi (x„, ya). El teorema está demostrado. 

ousicKVACiON El teorema 5.13 afirma que en el punió dado 
Afo (*o. í/u) tiene lugar la igualdad /i* y ' •= /“> si en este punto son 
difcroncinblcs f x y /¿. Dado que J' x y f¿ son diíerenciables en Af„ 
se deduce que en este punto existen todas las derivadas parciales do 
segundo orden. Sin embargo, la igualdad fS, = flS tiene lugar tam¬ 
bién si existen sólo las derivadas fí¡ y mas con la exigencia 
adicional do continuidad de las citadas derivadas en el punto en 
consideración. Es válida la siguiente afirmación. 

Supongamos que en cierto entorno del punto M„ (x 0 . y„) la )unción 
“ = / (*. y) tiene derivadas parciales )' x , f v , /">. Además sean 
las derivadas y fji continuas en el punto M„. En este caso ¡'i,) = 
en dicho punto. 

Para demostrar la afirmación, hagamos uso do la expresión do i|>, definida 
mediante Ja relación (5.38). De (5.39) se deduce quo es la diferencia do vnJo- 
ros de la función li <*, y) en los punios (x, + UA. y, + A) y + 8A. muí- 
tiplicada por h. Al aplicar a dicha diferencia la fórmula de Lagrange de incre- 
rnontos finitos respecto de la variable y sobro r! segmento (y 0 , y a + A), obtendré 

H> — r¡í f*o + «A, y„ + 0,A) A 2 , donde n < 0, < 1. 

Por ser continua en el punto ,V 0 (*,, y„). do la última igualdad obtenemos 
= l/SS (■>•>. ¡>.' + a (4)1 A 2 , 
donde a (A) — U cuando A — 0. 

f* 02 otro lado, la misma magnitud d> es la diferencia de valares de la fun¬ 
ción ¡y (x, y) on los puntos (x, -r A. r 0 a A) y (*,. y„ 0~hi, multiplicada por 
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//. Al aplicar u dicha diferencia la fórmula do Lagrange do incrementos finitos 
respecto de la variable x sobre el segmento [x„ j 0 4- A| y al tenor on cuenta la 
continuidad do l'.'ff. on el punto t/„ lr„, y,,), obtendremos 

'1* - l/jg U„, ./,( + p (A)l h t , 
donde p (A) -*■ U cuando h -* ib 

Igualando entro sí las últimas dos expresiones para ‘l> y razonando del mis¬ 
mo modo que al final do la demostración del teorema 5.13, nos convencemos de 
que la» igualdad requerida 

/!&(*,. Vo) = !■?} <*„, y.) 

es valida. 

Demostremos ahora el teorema de independencia del valor do cualquier 
n-ésima derivada parcial mixta respecto del orden en que se realiza la diferen¬ 
ciación sucesiva. 

Teorema 3.14. Suponuanmx que una /unción u — / (c,, r.¿, . . ., x nt ) es n 
reces diferenclable ah el punió l/ 9 (r,, ■*«; .. x m ). Entonces. en este punió el 
valor ile cualquier n-r sirva derivada parcial mixta no depende del orden en que se 
realizo la diferenciación sucesiva. 

DI MOSTRACION Es evidente que hasta probar la independencia del valor 
de cualquier u-rsimn derivada mixta respecto del orden en que se realizan dos 
diferenciaciones sucesivas Dicho di- otro modo, es suficiente probar la Igualdad 


0"u 


Ox, 


■t-i 




Ox. Ox. 

'* 'a-i 


(5.42) 


Ia. miniemos una función -,- 

‘"i*., ’ *'*, 

foicncmble de las variables z, y x. 

*4 ' *4.i 

0**‘U 


■. Ésta e» una función das veces d¡- 
Por eso, en virtud del lenreina 5.13, 


os. Ox, Ox- ...Ox. 
'4.1 '4 ’4-i ’l 


nx¡ Ox. Ox. ... Ox- 

*4 * 4.1 * 4-1 


De miiii pttcísanicnle se desprende la validez de la igualdad (5.42). El teorema 
osifi demostrado. 


Advirtamos que on ol cuso do ia función u = / (x t . . ._r m ), 

ii veces difereticiable en el punto M„. cualquier derivada parcial 
suya de n-ésinu) orden puede escribirse en la forma 


_ O^u _ 

0 ,“'^“* ... 0x%* ’ 

donde a,, a..¡. . .. a,„ son números enteros que safi.sfacen las con¬ 

diciones 0 < a¡ u. a, 4- a t + . . . -f- a m = n. 

2. Diferenciales de urden superior. Para denotar las diferencíalos 
do los argumentos de la función tz = / (*„ x m ) y Ja dife¬ 

rencial de la misma función más arriba hemos empleado los símbolos 
dxy, dx. lt . . y du. respectivamente. 

Ahora hemos de utilizar también otros símbolos para denotar Jas 
diferenciales de los argumentos do la citada función y la diferencial 

13» 
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de la propia función. En particular, las diferenciales de los argu¬ 
mentos de la función tt = / (x,, x 2 . . . x m ) y la diferencial de la 
propia función so denotarán con los símbolos óx,, óx 2 . . . óx„, 
y bu, respectivamente. Utilizando estas designaciones la expresión 
para la primera diferencial do dicha función (5.20), invariante por 
sil forma (véase p. 5, § 4) se representa de la manera siguiente: 


Su = 


Ou 


óx, + 


¿iu 

Ox. 


■óx. - 


Ou 

iir,,. 


óx,„. 


Volviendo a las designaciones anteriores, veamos la expresión 
(5.20) para la primera diferencial de la función u = / (x,. x s , . . . 
. . ., x m ) diferenciable en el punto dado M (x,. x..x m ): 

***• + ■£■*•+- -r -¡h**" <r, - 20> 

Supongamos que la magnitud que forma parte del segundo miem¬ 
bro do (5.20), es una funcióu de los argumentos x,. x,. . ., x m , 

diferenciable en un punto dado M (x,, x..x m ). Para esto es 

suficiente exigir que la función u = 1 (x t , x,.x,„) sea dos veces 

diferenciable en el punto .1/ (x,. x,.x m ), y los argumentos 

x,, x a , . . x m sean o bien variables independientes, o bien funcio¬ 
nes dos veces diferenciales de ciertas variables independientes. 

Para estas suposiciones podemos estudiar la diferencial 

ó(du) = ó[2 -£^ d *n] 
do la magnitud (5.20). 

Definición 1. El valor ó (da) de la diferencial de la primera diferen¬ 
cial (5.20), tomado para óx, =* dx,. óx s -= dx t , . . ., óx m = dx m . 
se llama segunda diferencial de la función u = / (x,. x s , . . x m ) 

(en un punto dado M (x,. x,. x m )) y se denota con el símbolo d‘u. 

Así, pues, por definición *) 


d 2 u-ó(rfu) 


K-H.-{*[3 -&*.]} 


K—'*« 

bx,=ix. 


*) El símbolo { ) 


=<Jt significa que en la expresión encerrada entre 
ór, = rfz,, ót. = dz,, «x m = d* m . 


llaves se debe adoptar 
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La diferencial d n u de cualquier orden n se introduce por inducción. 

Supongamos que ya está introducida la diferencial d“~'u de 
orden n — 1 y que u = / (-t„ x¡, . . .. x m ) es n voces diferenciable 

en un punto dado M (*„ x 2 .j m ), mientras que sus argumentos 

x¡, x.¿. . . J m son variables independientes, o bien funciones n 
veces diferenciables de ciertas variables independíenles í s ,. . t h . 

Definición 2. El valor fi íd'-'u) de la diferencial de la (n — 1)- 
-fsima diferencial d"~'u, tomada para bx¡ — dx¡, bx.^ = d. r s . . . •, 6x m = 
= dx m . se denomina n-ésima diferencial de la función u = f (x t , x 2 ,. . . 

. . ., x,„) (en un punto dado Al (r,. . . r m )) y se denota con 

el símbolo d"u. Así, por definición, 


d"u = 8 (d’-'u) 




Al calcular las diferenciales segunda y ulteriores hay que dis¬ 
tinguir rigurosamente dos casos: 1) el caso en que los argumentos 
x 3 . . . x m son variables independientes, 2) el caso en que los 
argumentos x„ . .. x m son funciones de ciertas variables inde¬ 
pendientes t,, !j. t k . diferenciables el número correspondiente 

do veces. 

Analicemos, al principio, el primer caso. Si x„ x¡. . . ., x,„ 
son variables Independientes, tenemos el derecho de considerar que 

dx,, dx 2 . dx m no dependen de a:,, x 3 , . . ., x m . 

Cailá diferencial dx h podemos tomarlo igual a un misino incre¬ 
mento áx h para todos ios puntos M (z,, z a , . . x m ). Eli este caso 
tendremos 


I—1 


La última relación y las reglas de diferenciación establecidas al 
final del p. 5, § 4, permiten escribir para una función u — / (x¡, 
Xj . x m ), dos veces diferenciable en un punto dado Af. la siguien¬ 

te cadena de igualdades: 


dru - ■ 8 (du) 


=6 [2 dx * ] 




= 2»[>] 


» i 


-S {<*••(£-)-* 
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+-3sr 6 < rfsc * ) } 




ex 


=rv 


2 - 

A = 1 J-l 


•dí ( .da-j] 


K“> 

k’m 


. v v 

- ¿j ¿j 


-aB ^ dx,dH ' <r ' 43) 


(También liemos aprovechado el hecho de que para una función dos 
veces diferenciare las derivadas mixtas de segundo orden no de¬ 
pende do la sucesión en que se realiza la diferenciación.) 

Hemos llegado, pues, a que cuando los argumentos x. t , . . . 
. ... x m son variables independientes, para la segunda diferencial 
de la función dos veces diferenciable en un punto dado u — f (x¡, 
*2 .*m) se verifica la representación 

í/2 "= 2 ?~~dx l dx h ( 5 . 44 ) 

1 = 1 »-! 


oiiSKKVACiOK *- Una función de m variables t|, f 4 , .... í del 

ni IH 

tipo <b» S jS “i»*!**- donde a, h son unos números reales 

constantes, se denomina forma cuadrática de las variables t„ t t , . . 
• ■ t m . y los números a, k , sus coeficientes. 

Una forma cuadrática se llama simétrica, si sus coeficientes 

satisfacen la condición a, h = a h ¡ (para todo 1 = 1, 2. m. 

y lodo /c = 1,2,..., m). 

La expresión obtenida (5.44) permite afirmar que para ci caso 
en que los argumentos x t , . . x,„ son variables independientes, 

la segunda diferencial de la función u = / (*,, x„ . . x m ), dos 
veces diferenciable en el punto dado A f, es una forma cuadrática 
simétrica *) de las variables dx¡, dx„ . . ., <¿r m , cuyos coeficientes 
son iguales a las correspondientes derivadas parciales de segundo 

orden de la función u = / (*,, x z . x m ) tomadas en el punto 

dado M. 

Advirtamos que la expresión obtenida para la diferencial de se¬ 
gundo orden (5.44) puede escriiiirse también en una forma diferente, 


*) La simetría de esta forma cuadrática deriva de la igualdad 

Ó*U 


'Ir, di» 




ór» Ox, 


(V) 
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Advirtamos que. cu virtud do la definición de segunda diferencial 
de la función u — x¡, (donde k es cualquiera do los números 1. 2, . . . 
. . .. m) 


!ó (¿rollas, 




Considerando esta relación, llegamos a la siguiente representa¬ 
ción para la segunda diferencial: 


d*u- 


■S 2 

i*i 


0 9 ii 


Ou 


■ dx, d> i. -r 2 -j¿r 

i=-l 


d r, ,'x k 

o bien, empleando el símbolo (5.45). 

(**• -£r +dx *~á r+• • • + rfi « -¿r )*«+ 

+(-e-*«+-s-*.+-+ár-^). 


(5.48) 


Comparando la representación obtenida (3.48) con la (5.4(1), 
nos convencemos de que la segunda diferencial (en diferencia de la 
primera) ya no posee la propiedad de invariación de la forma. 

Con mayor razón no poseen esta propiedad todas las diferenciales 
ulteriores. 

observación i. Demos a conocer un caso particular de importan- 
oia cuando la segunda diferencial y las posteriores de una función 
“ = ./ (*i* fi . . . de m variables poseen, no obstante, la inva¬ 

riación de la forma y se definen mediante la misma fórmula (5.47) 
que en caso de las variables independientes x 2 , . . x m . 

Diremos que las variables x¡, x 2 .x m son junciones lineales 

de las variables independientes í 2 . t h si se definen mediante 

las igualdades 


— “lo 4- a^t, + a„t 2 + ... -i- a lh t h (i = 1,2,.. ., m), 

en las cuales con a¡ 0 , a¡, 0 . . .. a¡t, están designadas ciertas cons¬ 
tantes. 

Advirtamos que si la junción u = / (x„ x 2 , . . ., x m ) es n veces 
dtjerenc.lable en un punto dado M x m ) y si sus argumentos 

Xi, x 2 , . . ., x m son junciones lineales de las variables independientes 

l i< f.. t k , la n-ésima diferencial de la junción u = j (x,, x a , . . . 

• • x m ) se define mediante la misma fórmula (5.47) que en caso'de las 

variables independientes x,. x»... 

Con el fin de cerciorarnos de olio, advirtamos que por cuanto 
t„ t¡, . . t h son variables independientes, la n-ésima diferencial 
de xj. siendo diferencial de las funciones de los argumentos i,. t.¡, . . . 

. . ., í*. se define mediante una igualdad del tipo (5.47), y, con mayor 
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L,i expresión obtenida para el coeficiente de a?' «?' ... al m coincide 

plenamente con la expresión que so obtiene a partir de la fórmula (5 41) 
sustituyendo en ella m por m-f-í. 

I.a inducción queda terminada y la fórmula (5.49) osti demostrada 
... fórmula (5.49) nos permito escribir la expresión (5.47) para la «-raima 
diferencial en la forma siguiente 


d"u <M ) 


,r-u 


a,+0,4-.. +a,„=n óx?' óx?--<x“" 

n«a,«Sn 


- f.líl-(í/x 1 ) a '.((tr :1 ) a > .. idx„ 


3. Fórmula de Taylor para una función de m variables con el 
término residual en forma de Lagrange. Denotaremos la diferencial 

de A'-ósimo orden de la función u = / (z,. z s .z,„) en el punto M 

con el símbolo d k u | M . Demostremos el teorema siguiente. 

Teorema 5.15. Supongamos que una Junción u = / (M) = 
= f (z,, z a . x m ) viene dada en cierto e-en torno *) del punto 

M„ te,, z s , . . ., z m ) y que es n -t l reces di/ercriciable en el e-entorno 
citado. Entonces, el incremento total \u = / (M) - f (M„) de dicha 
(unción en el punto M 0 para cualquier punió de M del e-entorno indi¬ 
cado puede ser representado en la forma siguiente: 

<\u — du |„. +4- d*u |„ 0 + ... +-L d"u d “ tl u I*- 

(5.50) 

donde tX es cierto punto del e-entorno mencionado que en el caso general 

sólo depende de M (z,, .. x m ), y las diferenciales dx, de la.s 

variables x, que integran las expresiones d k u | y d"*'u | v son iguales 

a Ex, = x¡ — x¡. La fórmula (5.50) se llama fórmula de Taylor para 
la función u — f (M) con centro del desarrollo cu el punto M„. 

demosthacjon Para reducir las notaciones, analicemos el caso 
de la función u = f (z, y) de dos variables x e y Previamente escri¬ 
bamos en una forma especial la fórmula de Taylor para la función 
u — F (l) de una sola variable t. n + l veces diferenciable en cierto 
entorno de un punto f„. Recordemos que la fórmula de Taylor con 
centro del desarrollo en t B para la función u = F (f) de una sola 
variable tiene la forma (el término residual se toma en forma de 
Lagrange): 

F (0 - F (*.>+ F ' (« « - to) + 4- F»> (Í 0 >« - < 0 )* + ... 

• • • + 4- *•> «.) (f - lo)' + ***» x 

_ X(í o + 0(í-¿ o ))(í->f o ) n *', O<0<1. (5.51) 

, J En ,- ll í gar e-enlorno dol punió M 0 be puede lomar el llamado enlomo 
estelar de dicho punto quo se define como un enlomo del punto M 0 , el cual, junto 
con cada uno de sus puolo9 3/, contiene integramente el segmento M 0 M. 
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Por cuanto el argumento l es una variable independiente, el incre¬ 
mento Ai = t — t n es la diferencial dt de la variablo independiente í. 
Por eso 

F'“> (f„) (i - t e y - f<‘> (/«) dl k = d' F (t„) = d u u. | 

P l "* l) (í 0 + 9(f — !(,)) (i — í 0 >”*' = d n '‘u li.+oq( 5 - 52 ) 

Al denotar la diferencia F (í) — F (i„) con Ah, la fórmula de Taylor 
(5.51) puede ser escrita, de acuerdo con (5.52), eri la siguíonte forma 
especial: 

Au = du | -f — d 2 u 1 1 , 4- ■. - 

... 4- -1 d"u |,.+ (M ^, - <*<"*“« l(ne*(.-i,i- ( 5 - 53 ) 

Veamos abora en el e-eutorno del punto (x„, y„) un punto arbitrario 
M (x„. -t-Ax. y„ + A y) y unamos los puntos M„ y M mediante una 
recta. Evidentemente, las coordenadas x e y de los puntos de la 
citada recta son las sigo ¡entes funciones lineales de la nueva variable t: 

x = x„ -I t Ax. y «= yo 4- t A y. (5.54) 

y, además, las coordenadas do los puntos del segmento M 0 M corres¬ 
ponden a los valores de la variable t del segmento |ü, 1). Notemos 
que al valor del «= 0 le corresponde el punto A/„, y al valor de l = 1, 
el punto M. Dado que, por hipótesis, la función u = / (x. y) de dos 
variables x o y es n 4- 1 veces difercnciablo en el entorno que se con¬ 
sidera. de las fórmulas (5.54) se deduce que en la recta M 0 M esta 
función viene a ser la función compuesta de la variable t. (» + 1) 
veces diferenciable al menos para lodos los valores de í del segmento 
10, 11 Denotemos estu función compuesta con F {!) y escribamos 
para ella la fórmula de Taylor con centro de desarrollo en el punto 
t 0 — 0 en la forma especial (5.53) para 

An = F (1) -F (0) = / (M) - f (M v ). 

Las diferenciales de diferentes órdenes que figuran en la fórmula 
(5.53) son diferenciales de la función compuesta u — f (x, y), donde 
rey son funciones lineales (5.54). De conformidad con la observa¬ 
ción del punto anterior, en estas condiciones las diferenciales de 
cualquier orden de la función u — f (x, y) pueden ser escritas en la 
forma (5.47). Por eso. 

-jj- dy) u Urna.. d*u |m»> 
d n "u I„+*,,-W■= (£ dx 1 -~*y ) x 

X U l.vrxn+e Ax. yo-i t* At/> ~ d Lv» 


(5.55) 
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con la part icularidad de que en las fórmulas (5.55) dx y di/ se hallan 
a partir de las relaciones (5.54) para di = St = 1 — 5 = 1 . De 
este modo, en las fórmulas (5.55) 

dx — dt \x = Ax y dy = dt A y = A y. (5,50) 

Introduciendo d'-u |,. y d—'w | ll+e de (5.55) en la fór¬ 
mula (5.53) y considerando las relaciones (5.50), obtendremos la 
fórmula de Taylor (5.50). El teorema queda demostrado. 

He aquí la expresión desarrollada de la fórmula de Taylor (5.50) 
para la función u = /(*,, x 2 , . . ., x,„); 

/ (*H x i< • ■ • > = /(x|, x t , — , r ra ) + 

• + ( x m~ x m)] k í ( x tt X a , . ...X m )H- 

+-p7TTr [~ár-* •)+ijjT (•*■•■- *■>+• • • 

• - • +-¿ ('«-¿jr* / i*,+o r*. -/,), 

x,4-0(x,-i s ), ...,; m + 0(r m -; ni) ). (5.57) 

4. Fórmula de Taylor con el término residual en forma de Peano. 
Teorema 5.15*. Supongamos que a> I íí un número entero y que 
está dada una función u «= / (M) = / (x„ x 2 , . . ., x m ), (n - 1) 
¡teces dl/erenciable en el ¿-entorno del punto M 0 (*,, x¡, .... x m ) 
y n veces dlferenclable en el propio punto M„ *). Entonces, para todo 
punto M del mencionado e-entorno de M„ resulta ser válida la fórmula 
siguiente : 

/ (W = f (Mi) + -j ¡- du |v, + -jj¡- dht |ju 0 + ... 

••• + Tr d "“l«"+ 0 (P n )’ (5.58) 

en la cual con p está designada la distancia p (M 0% M), y el símbolo 
o (p') denota una junción infinitésima para p 0 (o para M -v M 0 ). 
cuyo orden de infinitud es más elevado que p". 

La fórmula (5.58) se denomina fórmula de Taylor (con centro en 
el punto M„), cuyo término residual se expresa en la forma de Peano. 
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obskmvacion. En la notación más detallada la fórmula de Taylor 
(5.58) tiene la forma 

U 

/(x lT ar 2 . ...,*„)="/(*t. * .. *m) + S Tt[<*í-*«>tS-+--- 

1 

- gf -]*/(*t, *,.*»)+o(p"). (5.59) 

Notemos que el segundo miembro de (5.59) contiene la suma del 
polinomio de n-ésimo grado de m variables x¡, z,. . . x m y del 
término residual o (p"). 

Denotemos con R n+I ( AI) la diferencia entre / (Ai) y el polinomio 
mencionado, es decir, pongamos 

n 

««+i (Ai) = / (M)- /(A/o)-S TT [<**-*«) -5T + • • • 

+ (5-60) 

El teorema 5.15* quedará demostrado si establecemos que, cum¬ 
plidas las condiciones de este teorema, R n +i (A/) = o (p"). 

Antes de demostrar el teorema 14.15* aduzcamos dos lemas. 
Lema J. St una función f (Ai) = / (*,. x, .x m ) es n veces 

dijerenctable en un punió A/„ (z,. z a , . . ., x m ), tanto la propia fun¬ 
ción R n +1 (Ai), definida mediante la Igualdad (5.60), como todas las 
derivadas parciales suyas respecto de cualesquiera variables x,, z 3 , ... 
. . ., x m de orden basta n inclusive se anulan en el punto A/ 0 . 

demostración. Cuando n = 1, la función (14.00) toma la forma 

ñ, (Ai) = / (Ai) - / (Ai») - (z, - -g- (Ai«) -••• 

■ (M„), 

y las igualdades R t (A/ 0 ) — 0, - (Ai 0 )=0 (para todos ¿= 1, 2,.... m) 

se comprueban de un modo elemental. 

Para realizar la inducción, supongamos que el lema es válido 
con cierto número n > i y demostremos que en tal caso lo es también 
para el número n + 1. 

Sea f (Ai) una función (n + 1) veces diferenciable en el punto Ai 0 y 

»l+l 

h.♦.(»)-/(«)-/ («i) - S -sr [(*i - **) -sr +- 

A=1 

...+(x m -i m )-¿] k f(M „). ( 5 . 61 ) 
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La igualdad /í„ + 2 (.W„) = 0 »e comprueba de un modo demonial 
(basta considerar que cada diferencia entre paréntesis (*, — ¿a 
en (5.81) se anula en el punto :l/„) 

Queda por demostrar (pie para lodo ¿"1.2 ,...,m la propia 
función — (¡\l) y todas las derivada, parciales de esta fuiición 
de orden hasta n inclusive se reducen a coro en el punto M a , 
i’ c,m “le fin, en virtud de la suposición admitida sobro la 
validez del lema para el número n, es suficiente señalar <|uo la 

función — „";* ■ * (M) se define mediante la igualdad (14 B0), v con 
mayor precisión, medíanlo la igualdad 


,i/l „ 




'«i 


i# 



(5.82) 


l J or cuanto todas las variables x, (/ -=1,2,..., m) son equi¬ 
tativas e intervienen cu la expresión para R„ +J (M) de un modo 
simétrico, es suficiente demostrar la igualdad (5.02) para i = |, 
es decir, demostrar la igualdad 


Sf*- <- w > ~¡k <*> --£-<»■>- s i [ o, -ó) + •. ■ 

I 

(5.02) 


La (órmulu (3.01) evidencia que para demostrar (5.03) basta con¬ 
vencerse de que para cada número k = 1, 2, . . ., n 4- 1 con x, 
x a . ■ • ... x m fijos 


dx, [^t-í|)-Jp + (J- 2 —... 

•" f(M 0 ) — k [(ai — x,) 

4 ...+(¿.-xj ]*“ 4r < s *«) 

Al diferenciar respecto'de x„ las variables x 2 , x 3 . . . , x son 
fijas, razón por la cual la magnitud 


O = (*,-!,) -_- ¡- (x„ X nl ) 

puede considerarse, al diferenciar respecto de x,, como una magnitud 

0 _ 

»T, ’ ,-X, 


constante. Conviene añadir que por cuanto los símbolos ~ a 
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. . jjjuj so emplean para formar las derivadas parciales de la fun¬ 
ción / en un punto fijo M„, entonces, al diferenciar respecto de x y , 
los citados símbolos también deben tomarse por magnitudes cons¬ 
tantes. 

En virtud do lo dicho, para demostrar la igualdad (14.04), basta 
convencerse de que es válida la igualdad 


-sr l>-*> -3sr + d 7 -* [>*-*•> ~k + d T' ~k“ < 5 - 65 > 

Al diferenciar la función £(x,—x,) ~—b/fj* respecto de x, 
como función compuesta y considerando Ja independencia, señalada 
más arriba, de los símbolos D y respecto de x,, obtendremos 
la igualdad (5.65). La inducción se da por terminada. 

El lema 1 está detnoslrado. 

Lema 2. Sea fí (M) = /? (x,. x a .x„,) una junción arbitraria 

i/ue salí ufare dos exigencias- 

1) II (M) es n vecesdiferenciable en un punto M u (x,, x 2 .x m ), 

2) la propia fundón fí (.1/) y todas las derivadas parciales suyas 

respecto de cada una de las variables x,, x,.. de orden hasta n 

inclusive se reducen a cero en el punto mencionado M„. Entonces , para 
la función H (M) es i olida la estimación 


n (Al) = o (p“), (5.06) 

donde la letra p designa la distancia p (M„, M) entre los puntos M 0 
y M 

demostración Cuando n = ¡, la afirmación del lema se desprende 
de la condición de diferencialiilidad *) de la función II (M) en el 
punto M t , la cual tiene la forma 


H(M)-fí <;!/„) - 2 (M t ) (x„ - I + o (p) 

Considerando que fí (Af „) — 0, (Af 0 )=<) para todo fc=l, 2 _, m, 

llegarnos a que H (,V) - o (p). 

Al realizar la inducción, supongamos que el lema 2 es válido para 
cierto número n > 1 y demostremos que en tal caso lo es también 
para el número n + 1. 

Supongamos que la función H (.1/) satisface dos requisitos del 
lema 2 para el número n + 1. Entonces, evidentemente, cualquier 

derivada parcial de esta función de primer orden (M) (k = 


•) Véaao la relación (ó.ffri riel p. 2 § 4 «le 09*te capítulo. 
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~ 1 , 2, .... oí) satisfará los dos requisitos del lema 2 para el 
número n, por lo cual (en virtud de la suposición admitida sobre la 
validez del lema 2 para el número n) será válida la estimación 

-J^(A/) = o(p">. (S.óli*) 

Advirtamos, aiiora, que por cuanto n 1, tenemos re — 1^ 2, 
y la función R (A/), que satisface dos requisitos del lema 2 para el 
número re ■+• 1 , es en todo caso diferenciable una vez en un entorno 
del punto M„. Por eso, para esta función quedan cumplidas las con¬ 
diciones del teorema 5.15 para el número re = 0. De acuerdo con el 
teorema mencionado, para torio punto M de un e-enlorno suficiente¬ 
mente pequeño del punto M a en el segmento Xf 0 M existo un punto ¿V 
tal que es válida la fórmula 

m 

R ( M) = R (A/ 0 ) -t~i- 2 < r «. - **) -^7 (*>• (» «?) 

A-I 


Diremos ahora que por cuanto el punto A" se encuentra entre 
los puntos A/o y M, y p es la distancia entre los puntos A/„ y M, enton¬ 
ces p (.V, Af 0 ) ^ p, y, por eso. de (5.66*) se desprende que 


-g-(*)—.(«">. 


Introduciendo la última estimación en (5.67) y considerando que 
fl (A/ 0 ) = 0, obtendremos 

fi(Af)-o(p») J 


Dado que | x„— x*|^J/ 2 (*| — í ,» 2 =p. obtenemos en defini¬ 
tiva que R (A/) = o(p n ). 

La inducción se da por terminada. El lema 2 está demostrado. 

la demostración del teobema 5 i5« se lleva a cabo fácilmente 
con ayuda de los lemas 1 y 2. 

En efecto, ya se ha hecho constar más arriba que para demostrar 
el teorema 5.15*. basta establecer la validez do la estimación 


1 (M) = o <p") 

a condición de que se cumplan las condiciones del teorema para la 
función (5.C0). 

En virtud del lema 1, la propia función (5.60) y todas las deri¬ 
vadas parciales suyas respecto de cualquiera de las variables 
cr a , . . ., x m de orden hasta re inclusive se anulan en el punto M„. 
Pero, en este caso, en virtud del lema 2, para la función (14.00) 
es válida la estimación 7? n +i (Af) = o (p m ). 

El teorema 5.15* está demostrado. 
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* li. Extremo local <le una íunción de m variables 

1. Concepto de extremo de una función de m variables. Con¬ 
diciones necesarias de un extremo local. Supongamos quo la función 
de m variables u — f (Af) — / (ar,. x a ..r,„) está definida en 

cierto entorno del punto Af„ (i,. jr„ . . e m ) de un espacio E m . 

Definición 1. Diremos que la función u — f (AI) tiene en el punto 
Al 0 un máximo local (mínimo local) si existe un 6-entorno del punto 
jM 0 , en cuyos márgenes el valor f (M 0 ) es el máximo ( mínimo) entre 
lodos los valores f (M) de esta función. 

Definición 2. Diremos que la función u — f (AI) tiene en el punto 
AI n un extremo local si tiene en dicho punto o bien el máximo local, 
o bien el mínimo local. 

Establezcamos las condiciones necesarias do un extremo local 
de la función ti = / (AI) que poseo on el punto dudo M a derivadas 
parciales de primer orden respecto de todas las variables. 

Demostremos la afirmación siguiente: si una función u — f (Al) ■= 

/ (* 1 , X¡¡ . X„.) posee en un punto Al,, (x„ j 2 . . . .. ¿ m ) deri¬ 

vadas parciales de primer orden respecto de todas las variables x y , x 2 , ... 

. ... x„, y llene en este punto un extremo local, todos las derivadas 
parciales de primer orden se reducen a cero en el punto M„. es decir, 
se remiran las Igualdades 

-^<M 0 , 0. ~(.V„) -0. ...-fe. (ó.08) 

ni sosviianiON Eslable/cainos la validez de la primera igualdad 

(. r i,t' 8 l Fijemos en la función u = í (*,, x 2 . ,r „.) los argumentos 

x 2 . X-,. . . .. x m . adoptándolos iguales a las coordenadas correspon¬ 
dientes del punto M„. es decir, haciendo x , = x t , x 2 — J' a , . . . 

. . ., x m = x,„. Obtenemos, pues, la función n -•’» / (x,. . .i m ) 

de una sola variable x 2 . La derivada de esta función do una sola varia¬ 
ble en el punto — x t coincide con la derivada parcial ^~(M„). 

I’or cuanto la función de m variables n — / (, 1 /) posee su c\liento 
local en el punto Al„, la rilada función de una sola variable u ■«* 

--"/(a - x¡ . x m ) tiene el extremo local en el punto a;, — x,. 

y, por eso (en virtud de los resultados del p. 2. § 7. cap. 8 , t. 1) la 
derivada de esta función de una sola variable en el plinto x, = .r,, 
que coincide con la derivada parcial - 7 ^ (A/.). es igual acero 

La primera igualdad do (5.<¡8) está demostrada. Las demás igual¬ 
dades de (ó. 68 ) so demuestran de un modo análogo. 

Recalquemos quo las igualdades (5.G8) (es decir, la anulación 
011 el punto dado Af„ He todas las derivadas purria les de primer 

14-C52 






Cap. 5. Función do vatios variables 


21(1 


orden) son sólo condiciones necesarias, pero no suficientes para que 
haya extremo local <lc la función u / (M) en el punto XI 

l>«r ejemplo, ambas derivadas parciales do una función de dos 

variables u ~ xy, ^ y jj . se anulan en el punió Af„ (0. 0), no obs- 
lanl .0 la citada función no licnc ningún extremo en el punió 
Hj n ( 0 . 0), puesto que la función u xy es nula en el mismo punto 
M„ (0, 0). mientras que loma valores tanto positivos, como nega¬ 
tivos en un Ó-enlorno tan pequeño como se quiera. 

Los puntos, en los quo se anulan todas las derivadas parciales 
de primer orden de la función y = / IM), se denominan punios de 
extremo ei:entutd de dicha función. 

En cada punió do extremo eventual la función u — / (.17) puede 
tenor un extremo local, pero, la existencia de este extremo puede 
establecerse sólo con ayuda de las condiciones suficientes de un 
extremo local que se analizan en el punió siguiente. 

De la afirmación demostrada más arriba se desprende también 
otra forma de las condiciones necesarias de un extremo local 

si una /unción u -= / (M) es di/ereneiable en un punto M„ y tiene 
en el mismo un extremo local, la diferencial du | w de esta función 
en el punto jW„ es idénticamente igual a reto respecto de las diferenciales 
de las variables independíenles dx,. d.r¡. . , dx . 

Eli efecto, por cnanto 


du 


dx, -i- I.W .,1 d>, 1 


+ ‘5£7 (í/ * )rf *'- 


de las igualdades (l i.t»8) se deduce que, cuulesyuiera que sean dx,. 
dx . dx queda válida la igualdad du | v,, — 0. 

2. Condiciones suficientes de un extremo local. En iu formulación 
do las condiciones suficientes do un extremo local de la función 
do rn variables n ™ / ( M) un papel importante lo desempeña la 
segunda diferencial de esta función en el punto M„ sujeto al examen 

En el p. 2. § 5 de este capítulo nos hemos convencido de que 

cuando los argumentos x,. x t . x m do una función dos veces 

diferencialilo u — / (*,. x 2 . . . . x„l son o bien variables indepen¬ 
dientes, o bien funciones lineales de ciertas variables independientes, 
la segunda diferencial do esta función en el punto dado 1f„ os una 
forma cuadrática respecto de las diferenciales de los argumentos 
dx,. dx. t . dx m del tipo siguiente. 


d 2 u 


= 2 S a, u dx,dr t , 

4—1 Kt- i 


(509) 


*!*—«*! 


r a u 

Oz¡ rtzt. 


i-v 0 ). 


donde 


(S-70) 
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Para formular las condiciones suficientes de un extremo local 
nos harán falta algunos datos de la teoría do las formas cuadráticas 
que daremos a conocer, para mayor comodidad del lector, más aha¬ 
jo *). 

La forma cuadrática respecto de las variables //,. h.,. . . Ii m 

m m 

<*’<*i' h > .2 2_ a, h h,h k (5.71) 


se denomina definida positiva {definida negativa) si para cualesquiera 
valores h,, h.¡, . . . h m . que no son simnltáneamente nulos, esta for¬ 
ma loma valores estrictamente positivos (estrictamente negativos). 

La forma cuadrática ( r « 71) se llama forma de signo definido si es 
o bien definida positiva, o bien definida negativa. 

La forma cuadrática (á.il) se llama forma lie signo variable si 
Iimin valores tanto eslnetamente positivos, como estrictamente nean- 
I i vos 

La forma cuadrática (5 71) se llama forma de signo casi definido 
si loma o bien sólo valores no negativos, o bien sólo valores no posi¬ 
tivos. anulándose para los valores h ,, h, .//,„ que no son simul- 

táiicnmcnle nulos. 

Lnnncicmos el llamado cubrió de .‘iylcesler que carnelerira la ili- 
fiilición del signo de una forma cuadrática **). 

Llamemos matriz de forma cuadrática (Z.l ‘i) la siguiente expresión: 

i a ii n i, ... v 

.1,1 «ü ... a ^ | ,,5.72) 

«ml "mi ••• "n .ni/ 


Si todos los elementos de la matriz A satisfacen la condición 
"si (* - li -• • "i: k 1,2,. ., ml, esta malriz so 

llama simétrica. 

Llamemos menores principales de la matriz siniólncu (14.72) 
los siguientes dcleruiiiiniiles: 


^i — «ii> 


A,- 


«il a,., 

"t i a n 


1 . 


"ll 

«ti 

«u 


«II 

«12 

"l,„ 

‘•el 

«ij 

"23 

.zi m — 

"it 

«3? • 

• ' "luí 

«11 

" i. 

«33 


«mi 

«ms • 

- “« 


*1 1 Ollas las definiciones y afirmaciones aquí aducidas pueden cneont curse 
poc ejemplo, en Algebra lineal .le V. A. Jlín y E. G. Po/iiioli (en ra-oi 
' 1 Sylvester (1814 I8U7). ru.UemáUco inglés. 


I i* 
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Kl criterio de Sylvesterse enuncia en forma de las «los afirmaciones 
siguientes: 

I”. Para que la forma cuadrática (•'>-”1) ron la matriz simétrica 
<5.72) sea definida positiva, es necesario y suficiente que lodos los meno¬ 
res principales de la matriz (5.72) sean positivos, es decir, que se cum¬ 
plan las desigualdades 

A, >0. A. . >1*. . . A m >0. 

2*. Pata que la furnia cuadrática (5.71) ron la matriz simétrica 
(5.72) .ven ilefinida negativa, es necesario y suficiente que los signos de 
los menores principales de la matriz ( 1 . 12 l se alternen, con la particula¬ 
ridad de que el signo de /!, sea negativo, es decir, que se verifiquen 
las desigualdades 

A, <0. A a > 0, ,1, <U. . . 

\llora ya estamos listos para poder enunciar y demostrar un Inó¬ 
renla ipio establece las condiciones «le uu extremo local. 

Teorema ü. 16. Supongamos que una función de m variadles ii ■ 

I ( '/) — / (*,. r¡, . . .. r m ) es una vez diferenciadle en cierto ru¬ 
lot no del punto Xf„ (*„ -r,. x m l y dos veces diferenciadle en el 

propio paulo M<¡- Admitamos, además, que el punto M „ es el punto de 
extremo eventual de la función u — / (.)/). es tlecir, que du | M„ - 0 . 
Entonces, si la segunda diferencial (5.Ú!*>—(5,70) es una forma cuadrá¬ 
tica definida positiva (definida negativa) de las variadles di,. dr¡, . 

. . .. dx„,, la función u -- / (.»I tiene en el punto ;l/„ un mínimo local 
{máximo local). En cambio, si la segunda diferencial (5.B9)—(5.70) 
es una forma cuadrática de signo variable, la función u f (M) no 
tiene extrema local en el punto .1 f„. 

BE mostración Demostremos, al principio, la primera parte ilol 
teorema, suponiendo, para concretar, que la segunda diferencial 
(5.00)—(5.70) es una forma cuadrática definida positiva do las varia¬ 
bles dxt.dxt, . ■ ,,dx m . Demostremos que en este caso la función u - 
= f (M) tiene en el punto Xf 0 un mínimo local. 

Desarrollemos la función u - f (.VI en uu entorno del punto I/, 
do conformidad con la fórmula de Tavlor ron término residual en 
forma de Peano, adoptando en la citada fórmula n — 2 *). 

Obtendremos que 

f(Af) — f (M,) = du I Mq + -jr d 2 '¡ |„„+o(p ! ), (14.73) 

con la particularidad de que en la igualdad (5.73) las diferenciales 
di,, de las variables r*. que figuran en las expresiones para du | M „ 
>' |jt„ son iguales a los incrementos correspondientes (r,, — j,J 

*1 Para la función u = / (Mi quedan cumplidas, con n = 2, todas las 
condiciones del teorema 5.(5* (véase p. ó. § 5 de este capítulo). 
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de estas variables, mientras que la magnitud ft tiene la forma 
¡, _ J/ (d*i) I +(¿r s ) !i + +(drj*-v 

=• 1 (*, — *!)*+(** — *•)*+-••+(•*»-'*m) a • (5-74) 

í’or la hipótesis del teorema, el punto .V, es uii punto do extremo 
eventual. Por eso. en vista de los resultados del punto anterior. 
4 Ul -- 0. Teniendo en cuenta esta igualdad y suponiendo en las ex¬ 
presiones (5.69)—(5.70) para lu segunda diferencial ckt k -= x h — 
demos n la fórmula de Taylor <5.73) la forma siguiente: 


m r»» 

I (íl/) —/<>/,) yS S **,k(*|—*i) (*■. — **)+ «(P*)- ( 5 - 7i >) 

.-I 4=1 

lis suficiente probar que para todos los p .suficientemente peque¬ 
ños el segundo miembro de (5.75) os positivo (Esto significará preci¬ 
samente que en un entorno suficientemente pequeño del punto .!/„ 
la riilerenrin / | \l) — / i l/„) e.s positiva, es decir, la función u - 
-rr / i l/) tiene en el pimío i/ c un mínimo local). 

Ailopttnnos h¡ x, ~ . donde i= 1,2. m. Entonces, de la 

expresión (5.74) para p se deducen las relaciones siguientes: 

| /r, | <7 1. h) + h\+ ... + Ai - 1. (5.7IÍ) 

(ion ayuda de las designaciones introducidas la igualdad (5.75) puede 
ser escrita en la forma 

m m 

2 <a.ra*> 

t —1 4=1 

Lu relación - '* es una función infinitésima pava p ->- (l lo bien 

paro M M 0 ), la cual se denotará cou a (p). Introduciendo esto 
función se puede escribir la igualdad o(p*)-• p 2 .*(p). con cuya 
ayuda daremos a la velación (5.75*) la forma siguiente: 

m m 

HM)-f(Mo)- |i'[|S 2¡«»M» + «(p)]- (5.75**) 

i=i i=i 


Abora ya no es difícil demostrar que el segundo miembro do 
(5.75**) es positivo para cualquier f> suficientemente pequeño La 
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forma riiudrálirn <1* T os una función definida \ conli- 

f-=t *-i 

una cu la superficie de la esfera mudad (.V7fi) que constituye un con¬ 
junto eri rado y acotado. l)e acuerdo con el segundo teorema de \\ oior- 
•‘‘Irass (véase teorema 5.7 del p. 2. §3. cap. 5), esta función alcanza 
en osle conjunto mi cota inferior exacta p: además, dado que la for¬ 
ma cuadrática (5.7Í) es definida positiva y que h,, lis, . . , que 
satisfacen la relación (. r >.7fi). un son iguales a cero simultáncameii- 
lc. la citada cota inferior exasta p es estrictamente positiva. 

l’or cuanto la función a (p), infimlóstmn para p—► 0, satisfaré, 
para lodos los p suficientemente pequeños. la desigualdad | a (p) ! < 
<. p. todo el miembro deicclio do (0.73) es positivo para lodos los 
p suficieoteuicnle pequeños, es decir, para lodos los Af sutic ion te¬ 
men le próximos a Af„. 

I?»to es precisamente un indicio de que la función u — l (,V/| tie¬ 
ne mi mínimo local en el punió .V,,. 

De no modo análogo se demuestra que cuando la segunda dlío- 
rencial (5.fi!))— (5.70) es una forma cuadrática definida negativa, la 
función u — I (A/) tiene en el pimío A/„ un máximo local. 

Demostremos ahora la segunda parle del leorema. es decir, pro¬ 
bemos que si la segunda diferencial (."i,lili) (5.70) es una forma cua- 
drálica designo variable, la función » - / < Af) iio tiene extremo local 
en el punto A/„. 

I’slablc/canios, ante lodo, la siguiente propiedad auxiliar de I» 
lumia cuadrática de signo variable (ó 71). 

Si una / orina cuadrática Ct> (//,, h¡, . . , fi,„) es de sig/ui raíia ble, 

existen dos colecciones de variables (h ,. h , . k' m )yh“, fi¡, . . h,„) 

tales que 


(*:>* + (/»;)• -i i- (/i»)* - i. ('-¡i’ 

con la particularidad de que 


{>',) s (K) “1. 

(&.7J) 


cu (*;, h' t , . . /*;,) > u, oj (/*;. /»;. .. , h' m ) < o, (3.7«) 


Kn efecto, en virtud de la definición do la forma cuadrática de 
signo variable se encontrarán dos colecciones de argumentos {I,. 

t!. .fin) y {l'i- fj.fin), compuestas de números no nulos 

simultáneamente, de tal género que 


<1> (t,\ f*. . 
Adoptando 


,) > o. a» (í¡. í;, . 

. .. 0,) < 0. 

(5.70) 

i. 



v (<;>*+<*;>*+... 

1 (f«)* 

(0.80) 

VIO'-KO’-i- ... 

-1 ■(/«)* 
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y considerando que de la definición (5.71) do la forma cuadrá¬ 
tica so deduce inmediatamente que 

• K .»" >a 7 .ii» + i,y < 4-+(.;i t; .*->• 

<>‘r • - A'-) - ,-)H ...+"(!»)« ~ '.*">• 

obloudromos (en virtud de (5.70)) las desigualdades (5.78). can la 
particularidad de qup de las relaciones (5.80) provienen directamente 
las igualdades (5 77) 

La propiedad Huaillar de la forma cuadrática de signo variable 
está demostrada. 

Volvamos ahora a la demostración de la segunda parle del leoro- 
ma. 

lijemos dos colecciones de variables (h\, h t . h' m ) y ((¿j, 

h: . >h„) que satisfacen las relaciones (5.77) y (5 7«) y demostre¬ 
mos que para lodo ¡> ;> •• evislen dos punios M' (x¡. x\ . xln) 

y M " (r".a - ™) del espacio £'"* de tal género que p (M ', 1/„) = 

- (i (.V/ .l/„) p. ron la particularidad do que 

—— X -L _ h\. Si — L - /,; |>,ira todo 1-1. 2.m, (5.81) 

0 P 

Kn efecto, adoptando para cualquier p>0 > para lodo lió ni oro 

í (i • 1.2.m) 

x\ ~ ór x', — r, - j> h'„ 

sal isla romos los relaciones (5.81); además, en virtud do Ihs igualdades 
(5.77). serán válidas las igualdades 

pf.vr. M n )- y -r(j-; n -i„.) 1 = 

- p | >¡)* Má,) 2 ... +01^ p. 

pdir, M 0 )~ * (a; — J ,)* I- (xj — i,) 1 + ... + (r~ m —x m )* — 

■M‘i' <*;> 2 -+- <*;>=! -. - -4- </*«)* («• 

Aliora ya no es difícil convencerse do que cuando la segunda dife¬ 
rencial (5.69) —(5.70) es una forma cuadrática de signo variable, la 
función u — j (,\t) no tiene exlremo en el punto M„. 

Al escribir para la función u - f (Af) el desarrollo en un entorno 
del punto M 0 según la formula de Taylor con término residual en for¬ 
ma de Peano y al lomar este desarrollo en los punios M' y M" men¬ 
cionados más arriba, obtendremos en lugar de (5.75) los dos desa- 
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millos siguientes: 


/(>/')— / (^1/ o) — 4- 2 2 *,)(** — ij+oift 1 ). (5.82) 

i—l fc-i 

n* .n 

— o)---4"2 2 -*<)(** — **)+o(P 2 ). (5.83) 

t=l *=i 

válidos pura todos los p > 0 suficientemente pequeños 

Introduciendo en estos desarrollos los valores (x[ — x,)y (xi — x,) 
de las igualdades (5.81) y considerando que o (p a ) — p"-a (p), donde 
a (p) —>- 0 cuando p -*■ 0. daremos a los desai rollos (5.82) y (5 88) 
la forma siguióme 

*1 

/(d/')-/(.w 0 )=p*[-j-S ^ «ra;«+-»(p)1 . 

»=i *, -i 

m pt 

/(Af’l —/(Af 0 ) = p*[-j- S V fl.a/aí ! «(p)]. 

»-v| 

Laíj última* do* relaciones pueblen reinscribirlo en la forma 

/ (M') — / (.l/ 0 ) — p : [y tl> (A¡. h,, ,A m )+«(p)]. (5.82*) 

/(¿o-/(v 0 )=p 2 [7. a m i+«(p)]. cs.m*i 

Teniendo en cuenta las relaciones (5.78) y el hecho de que las mag¬ 
nitudes CD (h'„ h' t , . . h'„) >0y ® (A,, A!, . .. A.;,) < (i no de¬ 

penden do p, y recordando que p — p (A/', A/„) = p (A/". -T/ 0 ), 
obtenemos do las relaciones (5.82*) y (5.83*) que para p > 0, tan 
pequeño como se quiera, se cumplen las desigualdades / (¡1/') ."> 
> / (A/ 0 ) y / (Af") < / (A/ 0 ) que demuestran precisamente la ausen¬ 
cia de extremo en el punto Af„ 

El teorema 5.16 esta plenamente demostrado. 

Observación i Si la segunda diferencial de una función u — / (A/), 
dos veces diforenciablo en un punto dado de extremo eventual A/„, 
es en dicho punto una forma cuadrática do signo casi definido, no 
puedo decirse nada concreto sobre la existencia o ausenea en este 
punto de un extremo local. 

Así, por ejemplo, en cada una de las dos funciones u, = •r* 4- 
+ J/ 3 y u¡ = x* -j- y 1 la segunda diferencial en el punto de extremo 
eventual M„ (0, 0) es idénticamente igual a cero (es decir, es una for¬ 
ma cuadrática de signo casi definido), mas, sólo la segunda de las 
funciones mencionadas tienen en dicho punto uu extremo local. 
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§ 6. Kxi remo local de una función do m variables 

Con i> 1 fin de resolverla cuestión de extremo local para el caso en 
que la segunda diferencial es una forma cuadrática de signo casi de¬ 
finido, se deben examinar las diferenciales de órdenes más elevados, 
pero esto sale de los margenes del curso dado. 

Observación 2 El requisito d-u | M > 0 u | M 0 ^ 0, respecti¬ 
vamente) es la condición necesaria pura que exista un mínimo ( máximo ) 
local en el punto M„ de una función u = / (M) dos veces diferenciable 
en este punto. 

En efecto, supongamos, para concretar, que u = / (M) tiene en 
el punto M 0 un mínimo local, pero la condición d ! u | W 0 > 0 no está 
cumplida. Entonces, se encontrarán tales li¡, h t , , h m que 

i-l *-i 

Venino» la función E (I) — / (r, -+- th ¡, x¡ + lh. . x,„ +tk m ). 

definida a ciencia cierta para cualesquiera t suficientemente peque¬ 
ños en módulo. La función /•' (í) ha de tenor un mínimo local en el 
punió t = 0, lo que está en contradicción con la condición 

/■'•(O) - d’u | M 0 < 0. 

¡I. Caso de una función de do» varinbles. En la práctica so encuentra 
frecuentemente el problema de extremo de una función de dos varia¬ 
bles u = / (x. y). En este punto daremos a conocer lo» resollados 
referentes al caso dado. 

lk*milenios las derivado* parciales , y z y¡ y • ~^¡r 0,1 c ‘** rU > 

punto M 0 (x. y) con los símbolos respectivamente. 

He.sultn S8r válida la afirmación siguiente. 

Supongamos que una función de dos variables u — f (x. y), una 

vez diferenciable en un entorno del punto M„ ( x , y) y dos veces diferen- 
ciable en el propio punto M„. y admitamos que M „ es un punto de extre¬ 
mo eventual. Entonces, si en el punto M„ se cumple la condición 
— of. > 0, te función u = / (x. y) tiene en este punto extremo 
local (máximo, cuando a,, < 0. y mínimo, cuando « u >0). En cam¬ 
ino. si en dicho punto M u se tiene a lt a. it — a* < (», la función u = 
=* / (r, y) no tiene en este punto extremo local *). 

ntMosTBACiON La validez de la primera parte de la afirmación 
enunciada se deduce directamente del teorema 14.1(1 y del criterio 
de Sylvester sobre la forma cuadrática de signo definido, puesto que 

«n «isl , 

A t — a,„ A t = «n «ts—«u- 

« 2 | «Sil 

» til caso do <„i a •»„ “ 0 requiere un análisis adicione!. 
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Demostremos la segunda parle de la afirmación. Así. pues, su¬ 
pónganlos que en el punto M„ se cumple la desigualdad — 

— a, 4 < U. Demostremos que en este caso la segunda diferencia) 
tPu on el punto M„ es una forma de signo variable. Examinemos, al 
principio, el caso rlc a„ =?= 0. Al hacer uso de las designaciones intro¬ 
ducidas anteriormente 


(*- y (^-rV-f-(g-¿)A 




obtendremos la expresión siguiente para la segunda diferencial: 


a 2 

d*u | v„ -- !•- 2 2 * I**(«u*f + 2 <i tt hih t 4- n, 2 h‘) - 

|-"1 fcr.-J 

-- 7 — I o,jii.,)--r (nuijj, —n,',)/í'i 

"11 

Ks fácil c»mpiol.ar que cuando h, I, h.¡ —• 0 . y para h, - 

—- "l* Un- — *K la diferencial d 2 n |m„ llene sig 

K«>i + «5* ' 1 «*í+«?2 

nos diferentes, es decir, es una forma designo variable, por lo cual, 
de acuerdo con el teorema 14.10. la función no tiene on M„ un extre¬ 
mo loca). 

Examinemos ahora el caso de a,, O. De la condición u u « sa — 
— < 0 se desprende que a lt •=£■ (' l’or consiguiouto, de la expre¬ 

sión para d 2 u escrita más arriba, se obtiene 

tPn l M . = P J,l i <2«n*j 4 «iJ'J- (. r ».K4> 

Supongamos que h, 0 y que la magnitud h.¡. es tan pequeña 
(de la condición h\ — h‘ = I se deduce que semejante elección de 
h¡ y h. t es posible) que la expresión (2a, ¡k, -+- aM conserva inva¬ 
riable el signo de la magnitud 2a,, li, Entonce», de la fórmula (5.84) 
so doducG que d -11 | M , tiene signo.» diferentes para h t > 0 y h, < 0 , 
os decir, la función u = / (*. y) no tiene un extremo local en el pun¬ 
to M n . La afirmación está completamente demostrada. 

4. Ejemplos de análisis del extremo de una función. 1l Hállense¬ 
los puntos dol extremo local de una función de m variables 

1 / •= ). x\ + urj + . . . d- x!» 4 2x. + . . . + 2x m , (5.85) 

donde \ es un número real distinto de cero- 

Para hallar los puntos de extremo eventual obtenemos las siguien¬ 
tes ecuaciones: 

J2¡- :.t 2Kx, =0, ¿. = 2»,+ 2-0.. 2* m + 2-0. (5.80) 


*p En raU caso p puede ser ima magnitud tan pequeña como «e quiera 
Lu condición h, -f h% — I está cumplida 
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A partir de las ecuaciones (5.8(1) concluimos que el único punto 
de extremo eventual es .tf 0 (0, —1, . . —i). 

Con el fin de analizar la función (5.85) en dicho punto M„ con 
ayuda délas condiciones suficientes de extremo, calculemos la se¬ 
gunda diferencial 

d-u = 2). (dar,) 2 + 2 (ííx t ) s |- . - . + 2 (dx„)‘. (5.87) 

Re obvio que cuando X >• 0, todos los valores de la segunda dife¬ 
rencial (5.87) son estrictamente positivos para dx,,dx 2 . dx,„ 

simultáneamente distintos do cero, es decir, cuando X 5» 0. la segunda 
diferencial (5.87) es una forma cuadrática definida positiva. Por 
eso, cuando X > L), la función (5.85) tiene un mínimo local en el pun¬ 
to M„ (0. -1.-li¬ 

cuando X < 0, la segunda diferencial (5.87) es positiva para 

da , — 0. dx,„ — 0. dx„ — 1. y negativa para dx¡ = 1, 

dx„ 0. dx„, = 0. I'slo significa que. cuando X < 0, la se¬ 

gunda diferencia) (5.87) es una forma cuadrática de signo variable. 
Por eso. cuando X < 0. la función (5.85) no tiene un extremo local 

en el punto ft/ B (0. -1. -1). 

2 i Ida un plano hay n punios M h {a h , b,,). I< = 1, 2.«, 

en lo> cuales están conceiilradns las masas mi, > 0. .Se pido hallar 
en dicho plano un punto Al„ (x„, y„) tal que respecto de él el momento 
de inercia dol sistema indicado de puntos materiales sea mínimo 
Pin cuanto el momento de inercia del sistema dado de puntos ma¬ 
teriales respecto del punto M (r, i/) e 

Iij. i/l= V n*j|(/—o*) x -H|/ —/•,.)*!. (5 88) 

i.-t 

el problema consiste en hallar el punto M„ (x„. ). on el cual la 

función (5.88) alcanza su valor mínimo. 

Para hallar los puntos de extremo eventual de la función (5.88) 
tenemos las ecuaciones siguientes: 

-£-~ 2 ¿ !'• m,, (//—/>,) = 0, (5.89) 

s=t *=i 

A partir de las ecuaciones (5.89) concluimos que el único punLo 
lie extremo eventual de la función (5.88) es M„ (,r b . i/„), cuyas coor¬ 
denadas son 

1:1 ,J| -|- m,<i, | ■ . . r " n‘ l n _ W -l-"<n ,l n ,c qnv 

11 m, I m t •- . -| m„ ' " " «, — »!,+ . . H m„ 

Por cnanto </,, -^- 2 ^ m, :>0. o„ ««- -gj¡r = 

'-=i 

-2 V, «i fc >0. uñemos a iX a lt — aj.:>0, y, «le acuerdo con ln 
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afirmación demos»!rada 011 0 ) p 3, la función (5.88) tiene un mínimo 
local en el punto M 0 (x„, y 0 ) con las coordenadas (5.90). Es fácil con¬ 
vencerse de que el valor de 1 (x, ;/) en este punto es mínimo Advir¬ 
tamos en conclusión que las fórmulas (5.90) delerminan las coorde¬ 
nadas del centro de gravedad del sistema de puntos materiales que 
se considera. 

§ 7. Método gradiental de búsqueda del extremo 
de una función fuertemente convexa 

En esto párrafo se expone la teoría del método gradiental de bús¬ 
queda del extremo de una función fuertemente convexa que es de am¬ 
plio uso en la práctica. 

La idea de este método es extraordinariamente sencilla. I’ara en 
centrar aproximad amen lo los puntos del mínimo de una función de 
m variables, so omplea el hecho de que la orientación del gradiente 
de esta función coincide con la dirección de crecimiento máximo de 
esta función. Por consiguiente, un vector —grad i (x 0 ) en lodo punto 

x o = (x,,x 2 .x„,) está orientado según la dirección de decre¬ 
cimiento máximo de la función / (xj = I (x,, x. 2 . j„) l'slo 

«os permito esporur que si. partiendo de cierta aproximación nula 
*11 — (*i. x.¡. . ., x m ), construimos la /f-ésima aproximación 

h H H h 

x* *■ . X,„) con arreglo a la fórmula recurrente 

■** 11 — X» — a. grad / (x*), 

entonces, para a positivo y siificieiilemenle pequeño, lo sucesión de 
pinitos {.Ti,} convergerá hacia el punto del mínimo de la función 
/ (*>; 

El presente párrafo está dedicado o la realización estricta de esta 
idea simple. 

1. Conjuntos convexos y funciones convexas. Sea j, = (x,, 

1 1 22 2 

a , . . ., x m ) y x s = (x,,x a , . . . x m ) dos puntos de un espacio eu- 
deo /n-diinousional E m , los cuales pueden considerarse como vecto¬ 
res en E m con las coordenadas correspondientes. 

Llamemos segmento que une los puntos x, y x t a un conjunto de 
puntos del espacio E m de la forma x, -| l (x s — x,). donde I es uu 
número cualquiera del segmento 0^ 1. 

Denotemos el segmento que une los puntos x, y x, con el símbolo 
x,x„. 

Definición t. Un conjunto Q de puntos del espacio E"' se llama 
convexo si posee la propiedad siguiente: cualesquiera que sean dos punios 
x, y ¿r s . pertenecientes al conjunto Q, el segmento x,x 2 que los une tam¬ 
bién pertenece a este conjunto. 
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Como ejemplo de conjunto convexo en el espacio E m puedo ser¬ 
vir uno esfera m-dinionsional (no importa que sea abierta o corrada), 
o bien un somiespacio x m ¿i 0 (es decir, un conjunto de todos los pun¬ 
ios (x, ,x¡, . . ., x m ) del espacio E m , cuya nj-ésima coordenada satis¬ 
face la condición x m 0). 

Corno ejemplo de conjunto Q no convexo puede servir un comple¬ 
mento de la esfera m-dímensional o una esfera m-dimensional, en la 
cual oel.i suprimido por lo menos un punto, 

Sea Q cierto conjunto do puntos dol espacio , y sea x cualquier 
punto lijo de este espacio. 

Clamemos distancia del punto x al conjunto Q a la cota inferior 
exacta de las distancias del punto x a toda clase de puntos de dicho 
conjunto 

Oenotemos con el símbolo p (x, Q) la distancia del punto x 
al conjunto Q. 

Así, pues, por definición. 

P (x. C>) = inf p (x, y) 

Vi» 

F’.u.i cualquier conjunto Q del espacio A’ m y pura lodo punto x 
de esto espacio existe una distancia p (x, Q)*). lín parliculiir, si ol 
punto j pertenece al conjunto Q, tenemos p (x, Q) = 0. 

No obstante, en el conjunto Q no siempre existe un punto y tal 
que se verifique p (x, ;/) p (x. Q). 

Asi. por ejemplo, si el conjunto Q es una esfera abierta m-dimou- 
sional. y x es un punto de !£"' dispuesto fuera do dicha esfera, en tal 
conjunto Q no existe un punto y tal que p (x, y) — p (x, Q) (puesto 
que paro lodos los puntos y de la esfera abierta Qfur cumplo la desi¬ 
gualdad p (x, y) > p (x. <?)). 

Si, un obstante, Q contieno un punto y tal que p (x, y) — 

(i (r Q), el citado punto y se denomina proyección del punto x 
sobre el conjunto Q 

T.a proyección del punto x sobre el conjunto Q se donola con el 
símbolo P q (x). 

Subrayemos que si el punto x pertenece al conjunto Q, tenemos 
Po (,r) ■■ ,r. 

Así. pues, la proyección P Q (x) del punto x sobre el conjunto Q 
se define mediante una velación 

P (x, P o (x)i = p (x, Q) = inf p (x. y). 

veo 

Cabe destacar que pueden existir varias proyecciones del punto 
x sobre el conjunto Q. Por ejemplo, si Q es una esfera m-dimensional 
con centro en el punto x, cualquier punto de Q será proyección del 
punto x sobre el conjunto Q. 

*I Puosto «|Uo el conjunto p {x. y l pañi toda cl.iso de y p<*rtem*e¿«*nU»s a Q 
está siempre acolado inf« nórmenle (medíanle el número cero, por ejemplo). 
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Es válido, sin embargo, el lema siguiente. 

Lema I. Si un conjunto Q del espacio !£"' es convexo y cerrado , y x es 
cualquier punto de existe, y, además, la única proyección del pun¬ 
to x sobre el conjunto Q. 

humos™a< ion Al principio demostremos la existencia do por lo 
menos una sola proyección del punió x sobro el cnnjiinlo Q- Donnte- 
mos con p (x, Q) la distancia del punió x al conjunto Q. Por cuanto 
ii (x, Q) está definida como cola inferior exacta inf |> (x, y), so encon- 

UIQ 

Iraní una sucesión (¡/„ }de puntos del conjunto Q lal que p f ;r. y„) 

-* I» (*• <?) , 

Por definición de límite do una sucesión numérica para c.ualt|tuer 
e > 0, todos los demolí tos y„ satisfacen, a partir de cierto número, 
la relación 

P (x. Q) - e < p (x. y„) < p (x. Q) -I e. 

De aquí se deduce que la sucesión i‘/„ | de puntos del espacio A'" 
está en todo caso acolada y, por eso, en virtud del teorema de Rolza- 
no —Weicrstrass (véase p. 2. $ 2. cap. S, en esta sucesión puede selec¬ 
cionarse una siibsuccsión convergente donde n •» 1, 2, . 

Denotemos con y el limite do la suhsucesión {y íu ¡. Por ser el conjun¬ 
to Q cernido, el punto y pertenece a este conjunto. Rosla probar que 
<> (x, y) - |> (x. Q) = lítn p (*, y„J. 

Advirtamos que en vista de las desigualdades triangúlales 
P I» <*- V) i- P (y. Vk„) y P W. VX P <■*• Vi..) + P (üi,,•!/)■ 

se vorifica una relación | p (x, y* n ) p (x. ?/) I «S p (y. »/«,„)• De 
esta relación y de la convergencia de la subsuceslón {p,, n | hacia y 
se desprende que lím p (x, y iu ) = p (x, y), es decir, p (x. Q) — 

** p (x, y). 

De este modo queda demostrada la existencia de por lo menos 
una proyección del punto x sobre el conjunto Q. 

Demostremos ahora que existe sólo una proyección del punto x 
sobre el conjunto Q. Supongamos que existen dos diferentes proyec¬ 
ciones y, e y, del punto x sobre el conj unto Q. Por cuanto (J es un 
conjunto convexo, lodo el segmento y,y, que une y, o y.¿ pertenece al 
conjunto Q. En particular, al conjunto Q le pertenece el punto medio 
1,1 f IJl dol citado segmento. Cerciorémonos de que la distancia 
p |x ;/l '~2 •* ) punto x al citado punto medio del sepiuertto y,y s 
es estrictamente inferior a la distancia p (x.y¡) = p (x.i/ 4 ). 
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K 11 esto caso p ( x, — 1 I, -) = 0. mientras que pfr, y,) = 

-- p (x, y t ) > 0, pues, do lo contrario (es decir, si p (x. y,) = 
— p(r, P¡t) = 0), ambos puntos y, e y, coincidirían con x y 110 

podrían ser diferentes. Así. pues, en el caso trivial -‘4,— x 

la inecuación 

P (■». ) < (* Pi)-P<*. y,) (5.01) 

es evidente. 

I lemastremos aiiorn la inecuación (5.01) para el caso en que 



Haciendo uso do la propiedad del producto escalar de dos vecto¬ 
res en el espacio /?"’*), obiendremos la relación 

'■ 8 { j -•*)-- 

- ( Jíl_L . Jíi^L . J'izJL s 

- 4 l ,w ‘~ Vt~ ■*)+ ■-«»!“■*• V* *) -l-it/tVt—*)l (5.92) 

Cerciorómonos ahora de la validez de la inecuación estricta 
Pl(Ki — x, y¡ — *)l-:l' tyi-x, y, — x)y(y t —x, y t —x). (5.03) 
(ion osle fin llagamos uso de que para cualesquiera vectores a y b 
del espacio F."‘, no colinealcs uno respecto del otro (es decir. tali«s 
que a Ab, cualquiera quesea A real) so cumple la inecuación eslric- 
la de Caucliy-Biiniabovslii**) 

I(a b)|í.:| (a. n).(b, b). 

lisio significa que para demostrar la inecuación (5.03) basta conven¬ 
cerse <le que los vectores i/, -- .r e y. — x no son colincale.s, es decir, 
convencerse do que para ningún A real puedo verificarse la igualdad 

y, a -- >• iy, — x). (5.94) 

Si la igualdad (14.04) fuera válida para 1111 A lal quo | A | I, 
seria imposible la igualdad p (y,, x) — p ( 1 /,. 1 ). 

La valide-/ de la igualdad (5.04) pava A = ¡- 1 contradiría a que 
los puntos y, e y, son diferentes. 

*i Véase, por i.qiuiplo. V 1. cap. i -leí libro Algrl-n 1 finen/ de 1’. A. Iba 
y I; y Pozniuk (eu rusoi 

**i En efecto, ciinnrtn a * )Ji, el vector (a — Ah) no es iodo. Por eso. el 
trinomio cuadrado (n — Ab. a — Abl - (a. a) — 2>. (a. bi + A* ib. h! es estric¬ 
tamente positivo y su discrim¡liante 4 (i«. bl a — 1 ». al ib lu| os estriclomentc 

IICl'lll'VO 
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l'or lin, lu validez de la igualdad (5-94) pata /. = —1 significaría 
que = x, lo que se ha excluido del análisis, 

Así, pues, la igualdad (5.94) no se verifica, cualquiera que sea 
X real, por lo cual la demostración de la desigualdad (5.93) se da por 
terminada. 

\l cotejar la igualdad (5.92) con la desigualdad (5.93). llegamos a 

que 

a (>\ -- ' - r --) < 4-|(í/'-a. Vi — *) I 

H 2 I (y, - x. yT—i) {yi -x. + 

+ (v»-* y.-x) l-í-ll (i/,- *. !/■-■*) + V (y t -x. y*-*) I* • 

Ip(o-, !/,H-p(r y*»*—*o*(*. y.) - p*(x, I/,). 

La deinostrftclón de la desigualdad (5.91) queda terminada Pero, 
esla desigualdad significa que «u el conjunto Q hay uu punió ¿ ''‘ 
más próximo a r que los punios ¡/, e y¡, lo quo contradice al hecho 
do que cada uno de los punios i/, e y, es una proyección del pimío ,r 
.sohre el conjunto (J, es decir, es la cola inferior exacta de la distan¬ 
cia p (x, y) para toda clase de y pertenecientes a Q. 

La contradicción obtenida señala quo la suposición de quo evis- 
len do» proyecciones diferentes i/¡ o y. del punto x sobre el conjunto 
Q es errónea. 

La demostración del lema 1 lia concluido. 

Pasemos ahora a la dofiilición de Luición convexa. 

Definición 2. Una junción f (x), definida en un conjunto convexo 
Q del espacio E". se denomina convexa hacia las y negativas, o simple¬ 
mente convexa sohre dicho conjunto, si para cualesquiera dos puntos 
x, ij x, del conjunto Q y para todo número real t del segmento 0 <. l "í I 
se cumple la inecuación 

f fx, + t (x, - X,)l </(*,) + t 1/ (x ; ) - / (x,)|. (5.95) 

Definición 3. Una ¡unción f (x). definida en un conjunto convexo 
Q del espacio E' A , se denomina estrictamente conexa sobre este conjunto 
si para cualesquiera dos puntos x, y x¡ del conjunto Q y para todo núme¬ 
ro real t del intervalo 0 < t < 1 se cumple una inecuación estricta 

l\x, + t (x 3 - x,)l < / ir,) + i 1/ (x,) - i (x,)l. {5.9(i) 

lista claro quo toda función / (x), estrictamente convexa en el 
conjunto Q, es convexa en esto conjunto. 

Es fácil establecer la condición suficiente de convexidad (de 
convexidad estricta, respectivamente) de la función / (x) dos veces 
diferenciahle sobre el conjunto convexo Q. 
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En lo que sigue más adelante siempre supondremos que el conjunto 
Q tiene por lo menos un punto interior. 

Lema 2. Supongamos que una función f (x) está definida y es dos 
veces diferenciable sobre el conjunto convexo Q. Entonces , para que esta 
función sea convexa (estrictamente convexa) sobre Q. es suficiente que 
la segunda diferencial d‘ f de esta función en todos los puntos de Q sea 
una forma cuadrática definida casi positiva (definida estrictamente po¬ 
sitiva). 

DiMOSTRACiox Sean x, y x t cualesquiera dos puntos fijos del 
conjunto Q. Veamos en el segmento 0< 1 la siguiente función de 

una variable independiente í: 

/■(/)=/ (x, + / (x, - i,)) - 1 (x,) - t 1/ (x 2 ) - f (*,))• 

(5.97) 

Recordemos que la segunda diferencial d 1 / de la función f (x) 

= / (*!, x 2 , . . x m ) de m variables independientes x,. x 2 , . . . 
. . x m en un punto dado x — (*,, x 2 , . . x m ) es *) 


d'K*) 2 2 (5.98) 

i-i *-i 

Al diferenciar la función (5.97) dos veces respecto de t según la 
regla de diferenciación de una función compuesta, obtendremos 


/ ? '(«)-2 2 S7^ l-*i + ‘(*a—*«)K*í-*i) (*»-*»)• (5-99) 

(■I 

donde (x,.x a , . . , x m ) y (x,, x . x m ) son las coordenadas de 

los puntos x, y x 2 , respectivamente. 

Al cotejar las relaciones (5.98) y (5.99), nos convencemos de 
validez do la igualdad 

/•'(()=* d‘f (x, + t (x, - x,)l, (5.100) 


donde en la expresión para d 1 / los incrementos Ax, se liau tomado 
2 i 

iguales a x¡ — x¡. 

Realicemos, los razonamientos posteriores, pora concretar, para 
el caso en que la segunda diferencial d 2 / en lodos los puntos de Q 
es una forma cuadrática definida casi positiva. En este caso, para 
todo l del segmento 0< t < 1, el segundo miembro (y, por lo tanto, 
el primero) de (5.100) es uo negativo, es decir, para todo t del seg- 
menlo 0^ í ^ 1 

F'(t)> 0. (5.101) 


*) Véase el p. 2, § 5, cap. S. 


It-e52 
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En virtud de la definición 2 y la relación (5.97), basta demostrar 
que para todo t del segmento OsJ f 1 se cumple la inecuación 

A(f)<0. (5,102) 

Para demostrar la inecuación (5.102) hagamos uso de la relación 
(lí.101) y las igualdades fáciles de comprobar 

(0) - 0, F (1) = 0. (ó. 103) 

Supongamos que en el interior del segmento OsC í jg. I existo 
por lo menos un punto t, en el cual P ( l) > 0. Entonces, la función 
F (i) alcanza su valor máximo en el segmento 0^ 1 en cierto 

punto interior t„ de dicho segmento, con la particularidad de que 
F (/„) > 0. En este punto f„ la función F (<) tiene un máximo local, 
y, por eso, F' (/„) — 0. Pero, de la inecuacióti (5.101) se deduce que 
la derivada F‘ ( t ) no decroco en todo el segmento 0^ 1, y, por 

lo tanto, también en el segmento íj f«: 1. De aquí y do la condi¬ 
ción F‘ (í 0 ) 0 se infiere que la derivada F‘ (l) es no negativa en to¬ 

do punto del segmento t ^ 1. y. por eso. la función F (í) no de¬ 
crece en este segmento. Esto nos lleva a la inecuación 

F {i)> F {l n )> 0, 

que contradice a la segunda relación de (5.103). 

La contradicción obtenida demuestra que la suposición de que 
en el segmento 0^ 1 existe por lo menos un punto /, en el cual 

F (/) > 0, es errónea, esto es, demuestro la validez de la inecuación 
(5.102) en todo punto del segmento Os^isg;!. 

Con esto queda demostrada la primera parte del lema (sobre la 
convexidad de / ( x) a condición de que d‘J sea una forma cuadrática 
definida casi positiva). 

La segunda parte del lema (sobre la convexidad estricta de / (*) 
a condición de que d 2 / sea una forma cuadrática definida estricta¬ 
mente positiva) se demuestra de un modo análogo. Partiendo de la 
inecuación (5.101), válida esta vez con el signo > , y de las inecua¬ 
ciones (5.103), suponiendo que en el interior del segmento Osg <=S7 1 
existe por Jo menos un punto t, en el cual F (f)> 0, deduciremos que 
F (t) tiene en el interior del segmento 0^ í sj 1 un punto de máximo 
local t„\ además. F (< 0 )> 0. Mas. en tal caso, siendo F' (í„) = 0, 
de (5.101) obtenemos que F' (f) > 0 en todo punto del semiinlervalo 
< 0 < (< 1, lo que significa que (1) > F (í 0 )> 0. 

De nuevo obtenemos una contradicción con la segunda relación 
de (5.103), la que demuestra que F (<) < 0 en todo punto del inter¬ 
valo 0 < t < 1, es decir, demuestra la convexidad estricta de / (jr) 
sobre el conjunto Q. 

El lema 2 está completamente demostrado. 

El lema demostrado conduce, naturalmente, a la idea de exarni- 
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nar la clase siguiente, más estrecha todavía, do funciones convexas 
en un conjunto convexo Q y dos feces diferenciables en el mismo. 

Definición 4. Vna función f ( 2 ) dos veces diferenctable en el con¬ 
junto convexo Q, se denomina ¡uertemente convexa en dicho conjunto si 
existe dos constantes positivas k¡ y k 2 tales que la segunda diferencial d?f 
de esta junción definida mediante la relación (5.98) satisface en lodos 
los puntos x del conjunto Q las inecuaciones 

(Ax)*< <?/<*,• (A*)*. (5.104) 

(En estas inecuaciones Ax designa un vector con las coordenadas 
(A.r,, Ax¡, . . ., Ax m ), y el símbolo (Ax) 2 denota el cuadrado escalar 
del vector mencionado.) 

De la inecuación izquierda (5.104) so deduce inmediatamente 
que la segunda diferencial de una función fuertemente convexa es 
una función definida estrictamente positiva en todos los puntos del 
conjunto Q. y. por eso, (en virtud del loma 2) una función convexa 
sobre el conjunto Q es a ciencia cierta estrictamente convexa en dicho 
cun/unto. 

Además, la clase de funciones fuertemente convexas es bastante 
amplia e importante en los problemas aplicados y nos limitamos a 
esta clase al exponer lu teoría del método gradicntal do búsqueda de 
un mínimo. 

Empecemos aclarando la cuestión de existencia y de unicidad del 
mínimo. 

2. Existencia del mínimo de una función fuertemente convexa 
y unicidad del mínimo de una función estrictamente convexa. Supon¬ 
gamos que una función / (x) está definida sobro un conjunto convexo 
Q. Diremos que esta función tiene en un punto x„ del conjunto Q 
un mínimo local si existe un ó-entorno de osle punto x„ tal que el 
valor / (x 0 ) es el mínimo entre los valores de esta función en todos los 
puntos de intersección del ó-entorno de x 0 con el conjunto Q. 

Admitida esta definición, el concepto de mínimo local incluye 
también los puntos del mínimo de contorno de la función / (x) en 
la frontera del conjunto Q. 

De este modo, teniendo presente la definición dada, podemos sub¬ 
dividir los puntos do mínimo en puntos de mínimo local interior 
(cuando dichos puntos son puntos interiores de Q) y puntos de mí¬ 
nimo local de contorno (cuando estos puntos son puntos de frontera 
de Q). 

Para estudiar el problema de existencia y unicidad de un punLo 
de mínimo local nos hará falta el siguiente teorema auxiliar. 

Lema 3. Supongamos que en un conjunto convexo Q viene dada una 
junción convexa diferenciable j (x). Para que esta función tenga un mí¬ 
nimo local en el punió x„ del conjunto Q, es necesario y suficiente que 
para cualquier vector Ax. para el cual el punto x„ -+- Ax pertenece al 
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conjunto Q , se cumpla la inecuación *) que sigue 

(grad / (i 0 ), Ai) > O. (5.105) 

demostración. i) necesidad En virtud de la afirmación demostra¬ 
da en el p. 6, §4, cap. 5, el primer miembro de (5.105) es igual al 
producto de la derivada de la función / (i) en el punto i„ según la 
dirección del vector Ai por la longitud | Ai | de este vector: 

(grad / (io). Ai) —(i 0 )|Ai|, (14.100) 

donde e = -p~ es el vector unidad en dirección de Ai. 

Por cuanto i 0 es el punto de mínimo local de la función/(i), 

la derivada (i 0 ) según cualquier direccióu de es no 

negativa (con mayor precisión, es igual a cero cuando x 0 es un 
punto de extremo local interior, y no negativa cuando x 0 es un 
punto de extremo local de contorno). 

Así, pues, el segundo miembro de (5.100) (y. por eso, también el 
primer miembro de (5.105)) es no negativo. La necesidad está demos¬ 
trada. 

2) suficiencia. Supongamos que para todo vector Ai, para el cual 
el punto x 0 + Ai pertenece a Q. se cumple la inecuación (5.105). 
Demostremos que el punto x 0 es un punto de mínimo local de la fun¬ 
ción / (i). 

Por cuanto la función / (i) os. de acuerdo con la hipótesis, conve¬ 
xa sobro el conjunto Q, para cualesquiera dos puntos i, e x s de dicho 
conjunto y cualquier número t del segmento 0^ 1 se cumple la 

desigualdad (5.95). Al suponer en esta desigualdad i, = i 0 , x a = 
= x 0 + Ax, podemos escribir esta desigualdad en la forma 

/ (x„ + Ax) -/ (i,) <A *’~' ™ . (5.107) 

Considerando fijos x„ y Ax, pasemos ou la desigualdad (5.107) al 
límite para i —*■ 0 ■+• 0. Por definición de la derivada direccional 
(véase p. 6, § 4, cap. 5), el límite del segundo miembro de (5.107) 
para t 0 + 0 es exactamente igual al producto del segundo miem¬ 
bro de (5.106). Por eso, on virtud de las relaciones (5.105) y (5.106), 
este límite es no negativo. Considerando que el primer miembro de 
(5.107) no depende de t, de la (5.107), en límite para í —*■ 0 + 0 ine¬ 
cuación se infiere que 

/ (x„ + Ai) - / (x 0 )2* 0. 


*) En la inecuación (5.105) se toma ol producto escalar de los vectoros 
grad / (T t ) y Ai. Véase en el p, 6, § i. cap. 5 la definición de grad / (i 0 ). 
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La última desigualdad, lícita para cualquier vector Ax, para el 
cual el punto x„ 4- Ax pertenece a Q , demuestra que la función / (x) 
tiene en el punto x„ un mínimo local. La suficiencia está demostrada. 

El lema 3 está completamente demostrado. 

Observación i La demostración aducida evidencia que para el 
caso en que x„ es un punto interior del conjunto Q, es decir, cuando se 
trata de un mínimo local interior, en la formulación del lema 3 
el signo>de la inecuación (5.105) puede ser enrabiado por el 
signo =. 

Observación 2 Al demostrar la necesidad del lema 3, no hemos 
recurrido a la exigencia de convexidad de la función / (x). Por eso 
la necesidad se demuestra sin la exigencia de que la función / (x) sea 
convexa. De otras palabras, es válida la afirmación siguiente: si una 
función f (x) es diferenciable en un conjunto convexo Q y tiene un mí¬ 
nimo local en el punto interior (de frontera) x a dzdicho conjunto, para 
cualquier vector Ax, en cuyo caso el punto x„ 4- Ax pertenece a Q. 
se cumple la desigualdad 

(grad / (x 0 ), Ax) = 0 [(grad / (x 0 ), Ax)> 01. 


Pasemos a la cuestión de unicidad y existencia de un punto de 
mínimo local. 

Teorema (de la unicidad del mínimo local de una función es¬ 
trictamente convexa). Si una función f (x) es diferenciable y estricta¬ 
mente convexa sobre un conjunto convexo Q. puede tener un mínimo 
local solamente en un único punió de este conjunto. 

demostración. Supongamos que la función / (x)tieno un mínimo 
local en dos puntos diferentes x, y x 1 del conjunto Q. Entonces, la 
condición de convexidad (5.95) para los puntos x, y x¡¡ puede escribir¬ 
se en la forma 




(5.108) 


(aquí, t es un número cualquiera del segmento OsJ ÍSÍ 1). 

Al cambiar de papel los puntos x, y x 2 en la relación (5.108), 
obtendremos la inecuación 


/(x,)-/(x s )> 



(5.109) 


Al pasar en límite para t 0 4- 0, el segundo miembro en (5.108) 
(en el segundo miembro de (5.109), respectivamente) proporciona 
la derivada de la función / (x) según la dirección del vector x 2 — x, 
(del vector x, — x 2 , respectivamente), tomada en el punto x, (en 
el punto ij, respectivamente), multiplicada por | x 2 — x, | . Por 
cuanto ambos puntas x, y x 2 son puntos de mínimo local, ambas de¬ 
rivadas direccionales citadas son no negativas, es decir, los límites 
de las segundos miembros de (5.108) y (5.109) para l-*0 + 0 arn- 
1 ) 0 ? son no negativos. 
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De esto modo, de las desigualdades (5.108) y (5.109) obtenemos e.u 
limito para <-*0+0: 

/ (J-.) - / (*,)> 0. / (r.) - / (x 2 )> 0. 

La comparación de las últimas desigualdades nos conduce a la con¬ 
clusión de que / (í,) — / (ij). 

Haciendo uso do la igualdad / (x,) = / (a\¡). obtendremos, par¬ 
tiendo de la condición de convexidad estricta (5.96), que 

í U t + t (x 2 - x,)) <zf (a:,) (5-110) 


para todo t del intervalo O < l <1 

La desigualdad (5.110) contradice al hecho de que la función 
¡ (x) tiene un mínimo local en el punto x, (en el punto a-, 1 . (x 2 — 

— a:,), tan próximo como so quiera al punto .r, para / pequeílo, la fun¬ 
ción / (x) tieno un valor infcriornl de / (x,)). 

La contradicción obtenida muestra que nuestra suposición do 
que la función / (a) tiene un mínimo local en (los puntos diferentes 
del conjunto Q es errónea. El teorema está demostrado. 

Demostremos la existencia de un mínimo local para unas restric¬ 
ciones más rigurosas que las adoptadas n*l demostrar la unicidad. 

Teorema (de la existencia de un mínimo local de una función). 
SI una ¡unción f (x) es fuertemente convexa sobre un conjunto cerrado 
convexo Q. dicha ¡unción tiene en el conjunto Q un punto x„ de mínimo 
local*). 

upmostoauon Notemos, al principio, que el teorema os a 
ciencia cierta válido para el caso en que el conjunto cerrado convexo 
Q os, además, acotado. Entonces, de acuerdo con el sogundo teorema 
de Woiorstrass (véase teorema 5.7), la función / (x), siendo en todo 
caso continua sobre el conjunto Q. alcanza en cierto punto x<¡ de 
dicho conjunto su valor mínimo en Q. Este punto x„ será precisa¬ 
mente el punto de mínimo local. 

Resta demostrar el teorema para el caso cuando el conjunto ce¬ 
rrado convexo Q no está acotado- Fijemos cierto punto interior x, del 
conjunto Q y desarrollemos la función / (x) según la fórmula de Tay- 
lor con centro en el punto x,. tomando el término residual /? 2 (r) 
en forma de Lngrange **) (véase p. 3, § 5. cap. 5). El desarrollo citado 
tendrá la forma: 

/ (x) = / (x,) + df (x,) +- -j- rfifir, + 0 (x — x,)j (5.111) 


*) Por cuonlo lii función f (.*), fuertemente convexa sobre un conjunto con¬ 
vexo Q, i*s estrictamente fuerte en dicho conjunto, de aruordo con rl teorema 
anterior, el punto r 0 .será el único punto de mínimo local. 

**) Tenemos en cuenta que la función / (x), fuertemente convexa en el 
conjunto Q, es dos veces difeienrinble en este conjunto. 
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donde 8 es un número del ¡Hiérvalo 0 <0 < 1, de suerte que el pun- 
to x, + 8 (x — x,) pertenece al segmento que une los puntos x , y 
x*). . 

Si designamos con Ax el vector x — x¡, para df (x,) se verificará 
la igualdad 

d¡ (x,) = (grad / (x,). Ax). 

De esta igualdad se deduce que 

I df (x,) |< | grad / (x,) | • | Ax | (5.112) 

Ahora, aprovechando la desigualdad izquierda en la definición 
de convexidad fuerte (5.104), llegaremos a la desigualdad 

<?t [x, + 8 (x - x,)] > k t ■ (Ax) 5 . (5.113) 

De las relaciones (5.111)—(5.113) concluimos que 
] tx> — / (x), > — \df (x,) | -t- 4- d*l 1 x, + 6 (*- x,) 1 > 

> —|grad/(x,)|-|Ax| + -|HAx|*. 

de suerte que 

/(x)—/(x,»|Axl-[-^ |Ax| — [grad /(x,)|). (5.114) 

Considerando que el pumo x, es fijo y la magnitud | grad / (x,) | 
es cierto número fijo, podemos a ciencia cierta elegir un número po¬ 
sitivo li tan grande que para | Ax | > R la expresión encerrada en¬ 
tre corchetes en (5.114) será positiva. 

Balo significa que, cuando | Ax | > Jt, se cumplo la desigualdad 
) (x) > / (Xj), es decir, fuera de una esfera cerrado C R de radio fí con 
centro en el punto x, los valores de / (x) sobrepasan el valor de / (x,) 
(en el contro de la esfera mencionada). 

Denotemos con Q R la intersección del conjunto Q con dicha esfe¬ 
ra C' n . Por cuanto ambos conjuntos, Q y C n , son convexos y cerra¬ 
dos, su intersección Q R será también convexa y cerrada. Además, 
puesto que el conjunto Q„ es acotado, entonces, do conformidad con 
lo demostrado más arriba, la función / (x) tiene en Q„ el único punto 
x„ de mínimo local. 

Teniendo en cuenta lo demostrado acerca de que en todo punto de 
Q, dispuesto fuera de los márgenes de Q R , los valores de / (x) son su¬ 
periores a los de / (x,). estos valores con mayor razón son superiores 
a / (x 0 ), es decir, el punto x 0 es punto de mínimo local de / (x) tam- 

*| Cualquiera que sea el punto z del conjunto Q, el scgmenlo que une 
los punios x y I pertenece al conjunto Q , por ser dicho conjunto convexo. En la 
nota al pie de la página para v-1 teorema de Taylor (5.15) se ha observado que 
a título do entorno del centro de desarrollo puede lomarse cualquier ontorno 
estelar, os decir, puede tomarse todo el conjunto (1. 
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bién sobre todo el conjunto Q. El teorema está completamente demos¬ 
trado. 

3. Búsqueda del mínimo de una función fuertemente convexa. Se 
ha demostrado que una función fuertemente convexa / (x), definida 
sobre un conjunto cerrado convoxo Q, tiene en este conjunto un único 
punto x„ de mínimo local. 

Volvamos a la construcción y argumentación del algoritmo, con 
cuya ayuda se busca este punto x„. 

Fijemos un punto arbitrario x, del conjunto Q y un número arbi¬ 
trario a que satisface las desigualdades 

0<a <2*,. (5.115) 

donde k. ¿ es la constante de la desigualdad (5.104) que determina la 
convexidad fuerte de la función / (x). 

Considerando x, como la primera aproximación, formemos una 
sucesión iterativa (x^) con ayuda de una relación recurrente 

■«■*+1 = Pq (x* — a grad J (x*)), k = 1, 2, . . . (0.116) 

En el presento punto demostremos la afirmación siguiente. 

Teorema fundamental. Supongamos que la ¡unción f (x) es fuer¬ 
temente convexa sobre el conjunto cerrado convexo Q y sea x 0 un punto 
arbitrario del conjunto Q. Entonces , la sucesión iterativa ¡x k ¡, deji- 
nida mediante la relación recurrente (5.116), converge hacia el punto 
x 0 de mínimo local de la función / (x), cualquiera que sea a que satisfa¬ 
ce las igualdades (5.115). 

Recalquemos que este teorema nos ofrece el algoritmo para hallar 
cualquier mínimo local (interior o de contorno) de la función / (x) 
fuertemente convexa sobre todo conjunto arbitrario cerrado y conve¬ 
xo Q (no es preciso que esté acotado). 

Antes de demostrar el teorema fundamental aduciremos cuatro 
lemas. 

Lema 4. Si Q es un conjunto cerrado convexo de puntos en E"\ 
y x es un punto fijo arbitrario de E m , siendo y un punto arbitrario de 
Q, entonces 

(x - P q (x). y - P Q (x)) <0. (5.117) 

Demostración. Supongamos que la desigualdad (5.117) no es cier¬ 
ta. Entonces, existe un punto y del conjunto Q tal que 

(x — P Q (x), y — Pq (x)) > 0. (5.118) 

De (5.118) se desprende en seguida que el punto y no coincide con 

Pq <x). 

Por ser el conjunto Q convexo, cualquier punto z = P Q (x) + 
+ i (ü — Pq (x)) del segmento que une los puntos P 0 (x) e ;/, 
pertenece al conjunto Q. Calculemos la distancia entre cualquier 
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punto de este género 2 y el punto x 

p 3 (. 2 , x) = (x — Pq (x) — í (y — Pq (®)). x — P(¡ (x) — 

— í <Sf — Pq <*))) = P 4 <*. p Q <*)) ~ 2í (* -P e (*). 

y — Pq (*)) + t 4 P* (y. Pq (a))- (5.119) 

Por cuanto x e y son fijos y t es cualquier número del segmento 
0<: 1. entonces, en virtud de las desigualdades (5.118), podemos 

elegir un t tal que satisfará la desigualdad 


0<í< 


2U — Pq(x), v-Pq W) 
P*(», Pq(*)) 


Eligiendo t de tal manera, obtenemos 

—2í (* — P Q tx), y — Pq O*)) + < 3 P 4 (y. Pq (x)) <0, 

y deducimos de (5.119) que [> s ( 2 , x) < p* (x, Pq (r)). La última de¬ 
sigualdad contradice a que el punto P Q (x) es una proyección del 
punto x sobre el conjunto Q: en el conjunto Q hay un punto z que está 
alejado de x a una distancia inferior a la que existe entre P 0 (x) y 
x. La contradicción obtenida finaliza la demostración del lema. 

Lema 5. Supongamos que / (x) es di/erenciable y convexa en un 
conjunto cenado convexo Q Sí para cierto a positivo la proyección 
P Q (x 0 — a-grad / (x 0 )) del punto x„ — a-grad / (x„) sobre el con¬ 
junto Q coincide con el punto x„ de este conjunto, la junción j (x) tie¬ 
ne en el punto x„ un mínimo local. 

demostración. Haciendo uso del lema 4, escribamos la 
desigualdad (5.117) para los puntos x = x„ — a-grad / (x„) e y — 
= x 0 |- Ax, donde Ax es cualquier vector, para el cual el punto 
y = x „+ Ax pertenece a Q. Como resultado obtenemos: 

(x 0 — a-grad / (x„) — Pq (x 0 — a-grad / (x 0 )), 
x 0 -(- Ax — Pq (x„ — a -grad / (x„))) s$ 0. 

Considerando que Pq (x 0 — a-grad / (x,,)) = x„, obtenemos de la 
última desigualdad la relación siguiente: 

(grad / (x 0 ), Ax)^ 0. 


Esta relación, válida para cualquier vector Ax, para el cual el punto 
x 0 Ax pertenece a Q, establece, en virtud del lema 3, que la fun¬ 
ción / (x) tiene en el puntox,un mínimo local. El lema 5 está demos¬ 
trado. 

Supongamos que la función / (x) es fuertemente convexa sobre un 
conjunto convexo cerrado y acotado Q. Denotemos con m el valor 
mínimo de / (x) sobre el conjunto@ y con p, un número estrictamente 
superior a m. de suerte que 

u > m = mín / (r). 
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Fijamos mi número v, estrictamente superior a p, y denotemos 

con Q un subennjunto de aquellos puntos x del conjunto Q, para los 
cuales 

|i </(*■)< v (5.120) 

El conjunto Q. siendo un subconjniilo del conjunto acotado Q. 
es acotado de por sí. 

Cerciorémonos de que el conjunto Q es cerrado. Sea {*),} una su¬ 
cesión convergente arbitraria de puntos del conjunto Q. Se pule demos¬ 
trar que el límite x* de esta sucesión también pertenece ol con¬ 
junto Q. Por cnanto cada punto x k pertenece al conjunto Q, te¬ 
nemos para lodo número k 

(**)<'. (ó.121) 

La función estrictamente convexa f (i) es en todo caso continua en 
Q. y. por eso. dado que la sucesión {a*} converge bacía x 0 se deduce, 
en virtud de la definición de continuidad de una función, la conver¬ 
gencia de la sucesión {/ (x*)} hacia ol número / (,r 0 ). Por cuanto todos 
los elementos de la sucesión numérica convergente {/ (x*}) satisfacen 
las desigualdades (5.121). el límite / (x„) de esta sucesión también sa¬ 
tisface lus inecuaciones p^/ (■*■„) v (véase cap. 3, corolario 2 del 
teorema 3.13, l. 1). Precisamente esto último significa que el punto 
x 0 pertenece al conjunto Q. Hemos demostrado, pues, el carácter ce¬ 
rrado del conjunto Q. 

Así, pues, el conjunto Q de todas los puntos x del conjunto Q. 
para los cuales son válidas las desigualdades (5 120), es cerrado y aco¬ 
tado. 

Domostremos el lema siguiente. 

Lema 0. Supongamos que la función / Ix) es fuertemente convexa 
en un conjunto cerrado convexo Q\ x es un punto cualquiera de Q y a, 
cualquier número positivo ; el símbolo Sx denota la diferencia 

\x = P Q (x — agrad / ir)) — x. (5 122) 

Entonces se cumple la desigualdad 

(grad/(x). AxJ^IAxI. (5.123J 

Si. además, el conjunto Q es acotado y el punto x pertenece al sub¬ 
conjunto Q de aquellos puntos de Q. para los cuales se cumplen las desi¬ 
gualdades (5.120) cuando p > mín f (x), se encontrará un número estríe- 


*) Por cuanto il conjunto do partida Q es forrado, ol limito cu lodo raso 
pertenece a Q. 
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tómenle positivo y tal <pie se cumple la desigualdad 

\bx\~Szy. (5.124) 

demostración. Demostremos primero la desigualdad (5.123). 
Fijemos arbitrariamente un punto x del conjunto Q y. recurriendo al 
lema 4. escri bramos la desigualdad (5.117). tomando en la misma 
en lugar de x un punto x — a-grad / (z), y en lugar de y, el punto x. 
Obtendremos la desigualdad 

(i — a -grad / (x) — Pq (z — a -grad / (x)), x — 1‘; (z — 

— a-grad / (*)))< 0, 

la cual, considerando las designaciones Az = P 0 (a: —a-grad X 
X / (z)) — x, se escribirá en la forma 

(— a -grad / (z) — Az, — Az)< 0. 

De la última desigualdad y de las propiedades del producto esca¬ 
lar se deduce que 

a (grad / (z). Az) + | Az 0. 
lo que nos conduce a la desigualdad (5.123). 

Queda por demostrar que bajo un supuesto adicional do que Q 
es acotado y que z pertenece al subconjunto Q. existe y > 0 tal que 
se cumple la desigualdad (5.124). 

Veamos una función no negativa del punto ,r de la forma 

| Az | = I Pq (.t — a-grad / (z)) — z |. (5.125) 

Cerciorémonos de que esta función es función del punto z. conti¬ 
nua sobre el conjunto Q. 

Demostremos al principio que la función vectorial Pq (z) es una 
función continua del punto x. Con este fin basta probar la desigual¬ 
dad 

| P 0 (z + Az) - P (z) |< | Az | . (3-12«) 

que se cumple para cualesquiera vectores z y Az. 

En virtud del loma 4. son válidas las desigualdades 
(z - P Q (r). Pq (z -| Az) - P Q (z))íS 0, 

(z + Az — Pq (z +■ Az). Pq (x) - Pq (r -I- Az))< 0. 
Haciendo uso de estas desigualdades y de la desigualdad de Cau- 
cby—Buniakovskí, obtendremos una cadena de relaciones 

| Pq (Z + Az) - P Q (z) 1 * - 

= (Pq (z -i- Az) - P Q (z), Pq (z + Az) - Pq (z)) = 

= (/'o (z -I- Az) — z, Pq (z + Az) — Pq (z)) + 

+ (z - Pq (z), Pq (Z + Az) - Pq (z)K 
< (Pq (z + Az) — x, Pq (x + Az) — Pq (x)) = 
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= (i'y te + Ax) — x — Ax. Pq te 4- Ax) — Pq te)) 4 
4 (Ax. Pq te 4 Ax) — Pq (x)) (Ax, Pq te 4 Ax) — 

- Pq (*»< | Ax | - | Pq te 4 Ax) - Pq te) I, 
de la cual se deduce la desigualdad 

Se ha demostrado, pues, que Pq (x) es una función vectorial con¬ 
tinua del punto x. De la convexidad fuerte de / (x) en Q proviene que 
a-grad / (x) es también una función veclorial continua en Q del pun¬ 
to ,r. Mas, en tal caso, del teorema de continuidad de una función com¬ 
puesta y de la continuidad de la diferencia de las funciones continuas 
se desprende que la función 

P Q (x — ce -grail j (x)) — x 

es en Q una función vectorial continua del punto x. 

E) módulo de la citada función vectorial, es decir, la función esca¬ 
lar (5.125) es con mayor razón continua sobre el conjunto Q y, por 
eso, sobro el subconjunto Q del mismo. 

Así, pues, la función (5.125) es continua y no negativa en todo 

punto sobro el conjunto acotado cerrado Q. En este caso, de acuerdo 
con el segundo teorema de Weierstrass (véase teorema 5.7), esta fun¬ 
ción alcanza en el conjunto Q su valor mínimo no negativo y El va¬ 
lor mínimo mencionado y es a ciencia cierta estrictamente positivo, 
pues, si y fuera igual a cero, en el conjunto Q so encontraría un punto 
x 0 tal que Pq (x 0 — a-grad / (x 0 )) — x„ = Ü, y esto significaría, en 
virtud del lema 5. que en este punto x 0 del conjunto Q la función 
/ (x) tiene sobre el conjunto Q un único mínimo local (este mínimo se 
dispone, por definición de Q, fuera de Q). El lema C queda completa¬ 
mente demostrado. 

Lema 7 . Supongamos que una función f (x) es fuertemente convexa 
sobre un conjunto cerrado convexo Q: x es un punto cualquiera de Q. 
a es cualquier número que satisface las desigualdades (5.115); Ax es la 
diferencia de tipo (5.122). Entonces, al pasar del punió x al punto x* 

= Pq (x — a -grad -/ (x)), el valor de la función f (x) no crece, con la 
particularidad de que *) 

/(x)-/(x*)>(-l—i-) |Ax|*. (5.127) 

Si, además, el conjunto Q está acotado q el punto x pertenece al sub¬ 
conjunto Q de aquellos puntos de Q, para los cuales se cumple la desigual¬ 
dad (5.120) cuando p > mín f (x). la desigualdad (5.127) se convierte 
*co 


’) De (5.115) se deduce que (-i->0. 
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en una desigualdad 

/<*)-/<*•)> (4“ J ^-) **■ (5-128) 

donde 0 es la constante del lema 6. 

demostración. Basta establecer para cualquier punto x del 
conjunto Q la desigualdad (5.127), pues de esta desigualdad y de 
la (5.124) se deduce eu seguida la desigualdad (5.128) (para los puntos 
x pertenecientes a Q. a condición de que Q esté acotado). 

Demostremos al principio la desigualdad (5.127) para un caso en 
que el punto x es punto interior del conjunto Q. Considerando que el 
punto x* — i\j (x — a-grad / (x)) pertenece al conjunto Q, sobre el 
cual la [unción / (x) as fuertemente convexa, expresemos el valor 
/ (x*) según la fórmula de Taylor con centro en el punto x, tomando 
el término residual /?, (x*) en forma de Lagrango. En este caso obte¬ 
nemos 

/<x*) = /(x)+(gr:nl/(x). \x) + ± d'f(x + 0Ax). (5.129) 

donde Ax = x* — x = Pu (x — a -grad / (x)) — x. 0 <0 <1- 
Utilizando la desigualdad (5.123) y la desigualdad derecha de 
(5.104), de la fórmula de Taylor (5.129) obtenemos 

/(x*)-/(x)í£— 1 |Ax|* + -|HW. 

de modo que para el caso de un punto interior x la desigualdad (5.127) 
queda demostrada. 

Sea, ahora x un punto de Jrontera del conjunto Q. Por definición 
de punto de frontera, existe una sucesión (x„ } de puntos interiores 
del conjunto Q que converge hacia x. 

Paru lodo punto x„ obtenemos, rigiéndonos por la fórmula de 
Taylor con centro en dicho punto: 

/ (x*) = / (x„) ■+■ (grad / (x„), r* - x„) + -i- d 8 / X 

X[x„ + 0„ (x* —x„)l, (5.130) 

donde 0 < 0„ < 1. 

Teniendo en cuenta que la desigualdad derecha de (5.104) es vá¬ 
lida para <Pf en cualquier punto del conjunto Q y que grad / (x) es 
una función vectorial continua del punto x sobre el conjunto Q, lle¬ 
gamos a que en límite, para n —*■ oo, de la relación (5.130) se deduce 
la validez de la desigualdad (5.127) para el punto de frontera x 
del conjunto Q. 

El lema está demostrado. 

Pasemos ahora directamente a la demostración del teorema funda¬ 
mental. 
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Demostremos primero el teorema fundamental suponiendo 
adicioualmento que un conjunto cerrado convexo Q es también 
acotado. 

Tomemos un punto arbitrario i, del conjunto Q y formemos 
una sucesión iterativa {x„} de puntos definidos mediante la relación 
recurrente (5.110), a condición de que a satisfaga las desigualdades 
(5.115). 

Del lema 7, y, con mayor precisión, de la desigualdad (5.127) 
proviene en seguida que 

7 l( x k*i)^ ("5" ~¿~'j !■*■» — 

Do esto modo, la sucesión {/ (x*)} es no creciente. Por cuanto, además, 
estn sucesión está acolada interiormente (por el valor mínimo in 
de la función / (x) sobre el conjunto Q). será convergente (véase teo- 
roma 3.15 del cap. 3. t.l. Denotemos con p el límite de la sucesión 
{/ (*,.))• Está claro que p>- m. donde m es el valor mínimo de / (t) 
sobro el conjunto Q. Además, por cuanto todos los términos de la su¬ 
cesión convergente no creciente no son menores que su limite (véase 
la observación 3 al tooremn 3.15, cap. 3. t.l, para todos los números 
k se cumplo la desigualdad 

/(*A)S*P (5.131) 

Demostremos que para el límite p se verifica la igualdad 
P— m— inín / (x) 

»€<? 

Supongamos que esta igualdad no tiene lugar, es decir, admita¬ 
mos quo p > ni. Entonces, si denotamos con v el valor máximo de 
1 (x) en el conjunto Q y con Q. un subconjunto de puntos de Q, para 
los cuales se cumplen las desigualdades (5.120), entonces, en virtud 
del lema 7. existe una constante estrictamente positiva y tal que se 
cumplo la desigualdad (5.128) que conduce a la desigualdad siguiente: 

/<**)-/(■**+.»( 4--I 1 -) vl>0 - (5132 > 

válida para cualquier número k. 

Al sumar las desigualdades (5.132), escritas para los números k 
iguales a 1, 2, 3, . . ., ( n —1), obtenemos que para todo número n. 

/(*.)-/(*«)>(«- 1 > ( 4 — 4 ) y 2 

o bien, que es lo mismo, 

/(x n )^/(x,)-(n-l) (4-4) V 2 - (5.132') 

Las desigualdades (5.132'), válidas para todo número n, contradicen 
a la desigualdad (5.131), pues, la magnitud del miembro derecho de 
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(5.132') se hace inferior al número ji para n suficientemente 
grande. 

La contradicción obtenida quiere decir que nuestra suposición 
de que p > m es errónea, es decir, demuestra que ¡i = m. Así, pues, 
so lia demostrado que la sucesión {/ (x*)} converge hacia el valor mí¬ 
nimo m de la función / (x) sobre el conjunto Q. 

Queda demostrar que la propia sucesión iterativa {a-*} converge 
hacia el punto x„. en el cual se alcaliza este valor mínimo *). 

Fijamos arbitrariamente un número positivo e y designemos con 
C e una esfera abierta m-dimensional de radio e con centro en el pun¬ 
to x„. 

Luego, denotemos con Q m aquella parte del conjunto Q que no con¬ 
tieno puntos de la esfera C.- Está claro que Q t os un conjunto cerra¬ 
do acolado, de modo que la función / (x) alcanza en esto conjunto (en 
virtud del segundo teorema de Weierstrass) su valor mínimo que se 
designará por m t . 

Podemos afirmar que m e > m. puesto que. de lo contrario, so 
perturbaría la coudiciúu do existencia sobre el conjunto (J del único 
punto de mínimo local de la función / (x). 

Ahora, se puede afirmar también que sobre el conjunto Q t se 
tienen sólo un número finito do puntos de la sucesión (x*) (puesto 
que la sucesión {/ (x»)J que cuenta con un número infinito de ele¬ 
mentos que satisfacen la desigualdad / (x*) 3* ni, > m, no puede 
converger hacia el número m). 

Por consiguiente, hemos demostrado que para todo e > 0 oxisto 
un número AL a partir del cual lodos los elementos de la sucesión 
{xi,} se disponen dentro de la esfera C« de radio e con centro en el 
punto x 0 . Esto significa precisamenle que la sucesión (x»} converge 
hacia el punto x„ 

Con ello queda demostrado el teorema fundamental para el caso 
del conjunto cerrado convexo acotado Q. 

Ahora, sea Q un conjunto cerrado convexo no acolado. De nuevo 
fijamos arbitrariamente un punto x, de este conjunto y formamos la 
sucesión iterativa (ñ.llfi), a condición de que o satisfaga las desi¬ 
gualdades (5.115). 

Al demostrar el teorema de existencia de mínimo local de una 
función fuertemente convexa (véase p. 2) se lia establecido que el 
punto x„ do mínimo local de la función fuertemente convexa / (x) 
sobre el conjunto cerrado convexo no acotado Q se dispone en aquella 
parle Q„ del conjunto Q que se contiene en la esfera C n con centro en 
el punto x,, cuyo radio fí está elegido de la condición 

-y- II— |grad /(x,)| >0. 

•i Ya liemos demostrado que el valor míoimo de la función / (j) sobre el 
conjunto O se alcanza en el iinico punto de este conjunto. 
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En aquolla circunstancia establecimos tamliiéuqueel subconjunto <?„ 
del conjunto Q es un conjunto cerrado convexo acotado y que en todo 
punto fuera de Q fí los valores de / (x) son superiores a / (x,) 

En virtud del lema 7 (y, con mayor precisión, en virtud de la 
desigualdad (5.127)). la sucesión ¡/(x*) ¡ es no creciente, mientras 
que fuera de los márgenes de Q„ todos los valores de / (a') sobrepasan 
los de / (a:,), razón por la cual todos los puntos de la sucesión iterativa 
{x h ) se disponen en Q R y. por eso. para todo número k 

Pq (*k — a-grad / (x h )) = P 0¡) (,t h — a-grad / (x b )). 

Por consiguiente, la sucesión iterativa (5.11C) puede ser sustitui¬ 
da por 

z»+i = Pq„ 4» — a-grad / (x k )), 
después de lo cual todos los razonamientos posteriores se reducen al 
conjunto cerrado convexo acotado Q K , es decir, al caso ya examinado 
más arriba. 

El teorema fundamental está demostrado por completo. 

Observación i. Con una sencillez particular se expresa la 
sucesión (5.110) para el caso en que el conjunto Q coincide con todo 
el espacio lC m . En este caso para todo punto x se verifica la igunldad 
P 0 (x) =ry, por eso. la fórmula recurrente (5.116) tendrá la forma 
**+i “ Xh — a-grad / (x») 

observación 2. El método expuesto permite buscar (si se cumplen las con¬ 
diciones correspondientes) la solución r 0 — (>,. r,. . . x m ) de un sistema de 
m ecuaciones funcionales: 

f*W“/»(*!. *«.*m»*—o, 

/m 1 1 .r n ,)*0, 

Basta señalar que la solución del sistema rilado coincide con el punto do 
mínimo local de lu función 

/(*)■=/? (r) 4- /?(*)+... -f fí„ <x>. 

Observación 3. La teoría de búsqueda ríe un mínimo local de una función 
fuerlemento convexa (hacia las y negativas), oxpuesta aquí, puede aplicarse sin 
complicaciones algunas al problema de búsqueda del mínimo local de una fun¬ 
ción fuertemente convexa (hacia las y positivas). 

Complemento 

Sobre la elección de la partición óptima de un segmento 
para el cálculo aproximado de una integral 

En el capitulo 3 un segmento |a, 61 se dividía, con el fin de calculur apro¬ 
ximadamente una integral 

J f(T)dx. 


(5.133) 
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on un número suficientemente grande n de segmentos parciales iguales y sobre 
cada uno de estos segmentos la función i (ti se sustituía por un polinomio de 
órdenes nulo, primero o segundo El error surgido en este caso despreciaba ple¬ 
namente las propiedades individuales de la función / (x). Natiiralmonte, surge, 
por eso, la cuestión de variación de los puntos de partición del segmento princi¬ 
pal (a, ó] y de elección, para cada función fija / (z), de tal partición óptima del 
segmento principal en n segmentos parciales (como regla, no iguales uno a otro) 
que asegure una magnitud mínima del error de la fórmula aproximada dada. 

Detengámonos aquí en la resolución de la cuestión mencionada por un mé¬ 
todo que se debe a A.N, Tfjonov y S.S. Gaisarián*). 

Con el fin de calcular aproximadamente la integral 15.133), dividamos el 
segmonlo la, ó) en n segmentos parciales medíante unos puntos 

a = < *, < z, < ... z n = b. 

Denotaremos longitud del *-esimo segmento parcial ni {k = 1, 2, ... 
. . ., n) con el símbolo /i*, (de modo que h = x* — x,,.,). 

Al introducir la integral (5.1331 en forma de una suma do integrales 

(i n 

J /tz)dx= 2 ^ la.134) 

*“• *t-1 

aproximemos cada una de las integrales del segundo miembro de (5.134) con ayu¬ 
da de una de las tras fórmulas aproximadas (de los rectángulos, trapecios o de 
las parábolas). Cualquiera de las tres fórmulas mencionadas puede «er escrita 
en la forma 

x h »■ -1 

$ /(*l dx — *k 2 A..»,,!. (I), (5.135) 

doude los nudos l¡ y los pesos q, (i = 0.1. . . ., m — i) sb eligen de modo que 
el término residual /i.*,,* (/) sea de orden h£ para cierto sh> l.**) 

Al introducir (5,1351 en (5.134). obtenemos quo 

b n m — 1 

[ I (x >dx= 2 *.* X llf t*k + ttkk) + R*juUl. (5.136) 

n A=*1 i—O 

donde 

R..ml/>- S < 5 - 137 ) 

Planteemos la cuestión de una elección de la partición (r* ) del segmonto 
| a, ó| con la cual el cuadrado del error (5.13?) alcance el mínimo, siendo lijos 
el número n de puntos do partición, la función / (i) y la fórmula aproximada 
(5.135). Planteada de tal modo la cuestión, el cuadrado del error /íj, m (/) sólo 
depende de la elección de los puntos intermedios de partición, es decir, es una 

*1 Véase la obra Sobre la elección de loe redes óptimas en el edículo aproxima¬ 
do de las cuadraturas por A.N' Tijonov y S.S. Gaisarián (En: ¡tevisla i le mate¬ 
mática de cómputo y flotea matemática, v- 9, No. 5. 1969) (en ruso). 

**) En particular, para la fórmula de los trapecios en (5.135) se debe poner 

m = 2, s = 2. /„ = 0. í, = l. ?„ = ?, = 1/2. 


io-os¿ 
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función de (n — II variables j¡. a,.defiuida en un telMcdro o <• 

< r, <*,<...< r (4 _, < 6. Por cuanto el lelrardro citado es un dominio 
abierto, puedo suceder que el mínimo de la función llt.ia (/)enel citado tetrae¬ 
dro. como regla. no se alcance (es decir, no existe, en general, la partición 
óptima del segmento (a. 4]). 

Podemos, sin embargo, demostrar que ri la derivada /<*)(*) conserva Inva¬ 
riable su signo en el segmento |a. í>i, el valor mínimo del ruad rodo del error Ht.mil) 
se alcanza con una partid, Ui del segmenta [o, í>| tal gne sus nudos r.,, satisfacen 
l/l — 1) ecuaciones 

= 2, ... II — 1) (5.138) 

iUk 

y las condiciones admun,tlr$ j 0 = a, j u 0 *) 

Detongámono* más «lelalladaDuuio en el caso di* la ¡¿unida de los Ir ¿pecio*. 
lin este caso, «mi la fórmula (5.13(5) ha> quo adaptar * =- 2. m = 2, t„ — 0, t, — 
»= 1, — <j 1 = 1/2, por lo que la fórmula (5.1W) lomara ln formo 

b »* 

f ll.i)ix= 2 t?-!/('*> + ''** *i»ll-*..»(/)• (8.130) 

a a-i 

Las ecuaciones I5.13S) se reducen, en virtud de (5.130) y (3.1341, a la 
forma 

I <*„+,) — / (r k .,) = /' <sp) (..»+, — a,.,) (í *- 1. 2.. - It. (5.140) 

l.a existencia de la solución dol sisU'tna de ecuaciones (5.140) se asegura por 
la conservación del signo do la segunda derivada /" (a) en el segmento |a, ¿I. es 



decir, conservando la orientación de la convexidad de la curva y — I l.r) para 
a < x < b. Los mulos {x»} de la partición óptima del segmento [a, b\ definida 
mediante las ecuaciones 15.140), poseen la propiedad geómetrica siguiente: una 
secante trazada por los puntos de la gráfica de la función y = / (z) cuyas abscisas 
son J ft+1 y es paralela a la tangente a la gráfica mencionada, trazada por 
su punto de abscisa xp. 


*) La demostración de esta afirmación puede cucontrarso en la obra de 
A.N. Tíjonov y S.S. Gaísarián, ciuda en la nota al pie de la pág. 241. 
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lista propiedad ronstiluye uu corolario inmediato do las igualdades (5.140) 
y se ilustra e» la fig r * i tíos ni/ounmn ulos son Jos mininos que en el § 7, 
cap. S, t. 1). 

So puede demostrar que lus nudos ile •partición aproximada» {*„) (4 = 
— 0, 1, . . «) definidos mediante Jas igualdades recurrentes 

— o. **+, «= j k + X | /* O*) I-*/» (i = O. 1. m — 1) (5.141) 

sal isla» en para X = ib — u) n las ve naciones (5.140) con un error (o, como suelo 
decirse, con un defecto) de orden X*. Esto quiere decir que, siendo n grande, la 
partición {r»,} es próxima a la partición óptima {j>}. De osle modo, cuando n 
v* grande, el cálculo de la integral (5.133) según la fórmula de los trapecios con 
la partición fi* J, cuyo> nudos se definen sucesivamente mediante las relaciones 
recurrentes (5.141), asegura un error próximo el error mínimo. 



Capítulo 6 

TEORIA DE LAS FUNCIONES IMPLICITAS 
Y SUS APLICACIONES 


§ t. Concepto de función implícita 

En las matemáticas y en sus aplicaciones hemos de enfrentamos 
con los problomas en que una variable u. que por el sentido de un 
problema dado es una función de los argumentos x, y, • ■ se defi¬ 
ne mediante una ecuación funcional 

F (u, x, y, . . .) - 0 <6.1) 

En este caso suele decirse que u, siendo una función de los argumentos 
x, y, ... está dada Im plícitamente. Así. por ejemplo, una función 
u = — V t — r a — y*, oxaminada dentro del círculo x 5 4- y ! SÍ 1. 

puede ser dada implícitamente 
mediante una ecuación funcional 

F <u , x. y) —• u 3 + x‘- + y- — 

- 1 - 0 . ( 6 . 2 ) 

Surge, naturalmente, la cues¬ 
tión. en qué condiciones la ecua¬ 
ción funcional (6.1) es resoluble 
unívocamente respecto tie u, es 
decir, define unívocamente la fun¬ 
ción implícita u = <p (x, .i/, - .), 

y una cuestión más especifica: 
en qué condiciones esta función 
explícita es continua y dijeren- 
ciable. Estas preguntas no son 
simples. Por ejemplo, en el 
caso general, la ecuación funcional (15.2) define, dentro del 
círculo x 3 y 3 íj 1. además de la función explícita citada más arri¬ 
ban- — V 1 — x* — y \ una infi nidad de otra s funciones. Tal es. 
por ejomplo, una función u — + V 1 — x 3 — ¡r\ así como cualquier 
otra función u. igual a + V 1 — x 2 — y~ para ciert os puntos (x, y) 
del circulo x 3 + 1. e igual a — l i — x* — y'-, para los demás 

puntos de este círculo. Con el fin de aclarar la cuestión de las condi¬ 
ciones que aseguran la resolubilidad unívoca de la ecuación (6.2) 
respecto de u. recurramos a una ilustración geométrica. La ecuación 
(6.2) define en un espacio (u, x, y) la esfera S de radio 1 con centro en 
el origen de las coordenadas (fig. 6.1) Tomemos en la esfera S un 
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punto M 0 (u. x. y) que no esté dispuesto en el plano Oxy. es decir, un 
punto tal, en cuyo caso u 0. Es obvio que la parte de la esfera S, 
dispuesta dentro de un entorno suficientemente pequeño del punto 
A/„. se proyecta unívocamente sobre el plano Oxy. Desde ol punto de 
visto aualitico esto significa que si consideramos la función F («, 
x, y) = ir -\- z~ y~ — 1 sólo en el entorno citado del punto A/ 0 , 
la ecuación (6.2) es unívocamente resoluble respecto de u y define 


la única función explícita u = + |/l — x* — y* para u>0 y 
u = — |/"l — x 3 — y 3 para u <0. * P 

En cambio, si tomamos en la esfera S un punto M¡ (O? x, y) 
dispuesto en el plano Oxy (fig. 6.1), entonces, evidentemente, una 
parte de la esfora 5 dispuesta en cualquier entorno de M l se proyecta 
sobre el plano Oxy de una manera no unívoca. Analíticamente esto 
significa que si examinamos la función F (u, x, y) — u 1 + x 3 + 
+ y' — 1 en cualquier entorno del punto A/„ la ecuación (6.2) no 
será unívocamente resoluble respecto de u. Prestemos atención a que 
)u derivada parcial ~ - 2u de la función F (u. x , y) = it a -f X a -j- 
+ y 3 — 1 no se anula en el punto Af 0 , anulándose en Ai,. Más abajo 
deduciremos que para que la ecuación funcional general (6.1) sea 
resoluble unívocamente en un entorno del punto A/„ respecto de u 
un papel de principio lo desempeña el hecho de que la derivada parcial 
dF 

-jj- no se reduce a cero en el punto A/ 0 . Estableceremos, además, las 
condiciones, bajo las cuales una función explícita que es la única so¬ 
lución de la ecuación (6.1) sea continua y di/erenclable. 

En adelante denotaremos con el símbolo R el espacio de variables 
(«, x. y. . . .) y con el /?', el espacio de las variables (x, y, . . .). 
Para reducir las notaciones y para hacer más cómodo la ilustración 
geométrica, vamos a examinar dos variables x c y. 


$ 2. Teorema de existencia y de diferenciabilidad de una 
función implícita y algunas de sus aplicaciones 

I. Teorema de existencia y de diferenriabilidiid de una función 
implícita 

Teorema 6.1. Supongamos que una función F (u. x. y) es diferenciable 
en cierto entorno de un punto A/„ (u, x, y) del espacio H, con la particula¬ 
ridad de que la derivada parcial es continua en el punto M 0 - Entonces , 
sí en el punto Af„ la función F se reduce a cero y la derivada parcial 

t}p * 

no se anula, entonces para un número positivo t suficientemente 
pequeño existe tal entorno del punto A/' (x, y) del espacio R' que dentro 
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de los márgenes de este entorno existe una única función u = q, (x, y) 
que satisface la condición | u — u | < e y que es la solución de la ecua¬ 
ción. 

F (u. x. y) = 0, (0.3) 

¡l, además, esta función u=tf (x. y) es continua y diferenciable en el 
entorno mencionado del punto M'„. 

obspií v ación 1. En las condiciones del teorema li-1 la exi¬ 
gencia de continuidad de la derivada parcial —^on d punto ,1/ 0 pue¬ 
de ser omitida, mas habrá que exigir adicionalmento que esta deriva¬ 
da no se anule no sólo en el propio punto M a . sino tampoco en cierto 
entorno de este punto y conservo un signo determinado on dicho en¬ 
torno. 

msMosiii ación del teorema 6.1. 

1. Demostremos, ante todo, que para t >0 suficientemente pe¬ 
queño en un entorno del punto ¡l 0 (j. ij) existe una única función u — 
— <i (*, y) ‘¡ue satisface la condición | u — u | < r y que es la solu¬ 
ción de la ecuación (6 3). Para 
hacer in demostración más eviden¬ 
te. vamos a acompañarla con 
una ilustración geométrica. Por 
el curso de geometría analítica 
sabemos que la ecuación (6.3) 
defino eu el espacio 11 cierta 
superficie S (fig. 6.2), con la 
particularidad de que, en virtud 
de la condición F (.W„) — Ü, el 
punto M„ se dispone en esta su¬ 
perficie. Desde el punto do visto 
geométrico la resolubilidad uní¬ 
voca de la ecuación (6.3) respecto 
de u significa que una parte de 
la superficie S. dispuesta en pro¬ 
ximidad inmediata al punto M 0 . 
puede sor proyectada unívoca¬ 
mente sobre el plano de coor¬ 
denadas Oxy. 

Convengamos en considerar, pa¬ 
ra concretar, que la derivada par- 
cial — es positiva en el punto ,lf„. Entonces, de la continuidad de la 

citada derivada en ,W 0 y del teorema de la estabilidad del signo de 
una función continua se deduce que existe un entorno del punto M„. 
en cuyos márgenes la derivada-^- es siempre [losiliva. Podemos imagi- 
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narnos este entorno en forma de una esfera Í2 de radio suficientemente 
pequeño con centro en el punto M 0 . Ahora, fijamos un número posi¬ 
tivo e tan pequeño que cada uno de los puntos Ai, (u — e, x, y) y 
Ai* (u | e, x. y) esté dispuesto dentro do la esfera ü (con el fin do 
conseguirlo, basta tomar e inferior al radio de la esfera Q). Subraye¬ 
mos que en este caso el número e está acotado interiormente sólo por 
el cero y podemos tomarlo tan pequeño como se quiera. Lo último 
será útil para nosotros más abajo. 

Veamos una función F ( u , x, y) de una variable sobre un sogmen- 
to á — -r t- En el lenguaje geométrico esto quiere decir 

que estudiamos la función de tres variables F (u. x, y) a lo largo del 

úE • ° 

segmento M,M t (véase fig. ti.2). Por cuanto la derivada— («, x, y) 

• • 

es positiva sobre el segmento u —e^u^u. + e, entonces la fun¬ 
ción F (u, x, y) crece en dicho segmento. Mas. en este caso, por cuan¬ 
to esta función es igual a cero en el centro del segmento citado, (es 

o c O * 

decir, para u = u). la función F («, i, y) tiene valor negativo en el 
extremo izquierdo y positivo, en el extremo derecho del segmento mencio¬ 
nado. es decir 

F (.!/,)< 0. A'(.1/ 2 )>0. 

Luego examinaremos las funciones F (u — e, x, y) y F (u -)- t, 
x, y) de dos variables x e y, es decir, hablando en el lenguaje geomé¬ 
trico, analizaremos la función F («. x, y) en dos planos paralelos al 
plano de coordenadas Oxy. el primero de los cuales pasa por el pun¬ 
to á/,. y el segundo, por el punto A/ 2 . Por cuanto F (M¡) <0, 
F (M 2 ) > 0 y la función F (u, x, y) es continua en lodo punto de la 
esfera Q. entonces, de acuerdo con el teorema de la estabilidad del 
signo de una función continua, en los planos mencionados se encon¬ 
trarán entornos de los puntos Af¡ y .V/ 2 tales, en cuyos márgenes la fun¬ 
ción F conserva los mismos signos que en los puntos y M 2 . Pode¬ 
mos tomar estos entornos en forma de cuadrados abiertos con centros 
en los puntos Af, y A/ 2 y con lado suficientemente pequeño 26 (en 
la fig. 6.2 los cuadrados citados están rayados). El hecho de que 
la función F (u, x, y) conserva el mismo signo en los cuadrados ci¬ 
tados se expresa analíticamente mediante las inecuaciones 

T<u e, x, y)C 0. | ^ Ta | I _j| < g i |y—y|<ó. (6.4) 

F(ú + e, x, p)>0 J 

Impongamos una condición más a la elección del lado de los cuadra¬ 
dos en consideración: tomemos ó tan pequeño que ambos cuadrados men- 
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donados estén dentro de lu es/era £2 (eslo es factible a ciencia cierta, 
pues los centros «le los cuadrados M¡ y AI. son puntos interiores de la 
esfera £2). Con tal elección de Ó cualquier punto del espacio (u, x, y), 
cuyas coordenadas satisfacen las inecuaciones 

\x — x|<6, |y —y| <6, |u —u|<e, (6.5) 

estará dentro de la esfera £2. Desde el punto de vista geométrico, las 
inecuaciones (6.5) definen un paralelepípedo rectangular abierto con 
centro en el punto M 0 y con lados paralelos a los ejes coordenados u, 
x, y, e iguales, respectivamente, a 2e. 26 y 26. Denotemos dicho para¬ 
lelepípedo con el símbolo n. Por cuanto el paralelepípedo 11 está 
dispuesto on el interior do la esfera £2, la derivada será positiva en 
todo punto del paralelepípedo fl*. Además, en virtud do las inecuacio¬ 
nes (6.4), la función F (u, x, y) es negativa en la base inferior y positi¬ 
va, en la base superior de II. 

Demostremos ahora que la ecuación (6.3) es unívocamente reso¬ 
luble respecto de u si consideramos la función F (u, x, y) sólo para 
los valores u. x, y dispuestos en el interior del paralelepípedo II. 
Aclaremos qué es lo que necesitamos demostrar. Sea Al' (x. y) un 
punto cualquiera del espacio 7?', cuyas coordenadas satisfacen las de¬ 
sigualdades 

I a> — x | < 6, I y — y I < 6- (6.6) 

Dicho de otro modo, sea .\l' (x. y) un punto cualquiera del plano Oxy 

O O 

dispuesto dentro del cuadrado con centro en un punto .17j (x, y) 
con lados iguales a 26. Se pide demostrar que para las coordenadas 
x, y del punto 1II' se encontrará nn número u, el único, del intervalo 

• O 

it — e < u < u < +- e de tal índole que F (u, x, p)= 0. (Desde el pun¬ 
to de vista geométrico, esto quiere decir que cualquier recta paralela 
al eje u, que corta el paralelepípedo II. interseca la superficie S en el 
interior del paralelepípedo II en uno, y sólo un punto.) 

Al fijar los valores x e y que satisfacen las desigualdades (6.6), 
veamos una función F (u, x, y) del argumento u sobre el segmento 
u — u <; u + e-, es decir, examinemos la función F (u, x, y) sobre 
el segmento M[M[, donde AI, y Mí son los puntos de intersección de 
una recta que pasa por el punto M' (x, y) y que es paralela al eje Ou, 
con las bases del paralelepípedo II (véase fig. 6.2). Por cuanto lo do- 
dF ° c 

rivada x, y) es positiva sobre el segmeuto u — e^u^u-f-e. 

la función F (u, x, y) crece en este segmento (o bien, lo que es lo mismo, 
crece en el segmeuto AI [AI i). Mas, en este caso, de las condiciones 

•) Incluidos los cuadrados abiertos dispuestos en sus bases. 


§ 2. Teorema de existencia y de diferenciabiiidad 


249 


F (M\) <0, F (.V/j) > O se desprende que en el interior del segmen¬ 
to ti — ií + e existe un único valor u tal que F («, x, y) — 

= 0 (o bien, en el lenguaje geométrico, en el interior del segmento 
M[.M j existe el único punto M dispuesto sobre la superificie S). 

Supongamos ahora que la función u = ip (x, y) simboliza una re¬ 
gla por cuyo intermedio a lodo punto Al' (x, y) del entorno (0.6) se 
le pone en correspondencia el único número u del intervalo u — 
— s < u < u + e, para el cual F (u, x, y) = 0. Se ha demostrado 
que en el entorno (6.6) existe la única función u = «p (x, y) que satis¬ 
face la condición | u — u | < e y que es la solución de la ecuación 
(6.3). 

2. Demostremos ahora que la función u = <p (x, y) es continua en 
cualquier punto M' (x, y) del entorno (6.6). Por cuanto para todo punto 
M' (x, y) del entorno (6.6) quedan cumplidas las mismas condiciones *) 
que para el punto .V/j (a:, y), es suficiente demostrar la continuidad de 
la función it = <p (x, y) sólo en el punto Af¿ (x, y). Se pido demostrar 
que para cualquier e suficientemente pequeño y positivo existe un 
número positivo ó tal que con cualesquiera x e y que satisfacen las 
desigualdades | x — x | <6, | x — y | <6, se cumpla la desigual¬ 
dad | u — u | < e. donde u — qi (x, y ), u = (p ( x. y). Al tomar a 
titulo de e ol número que se ha elegido más arriba al exponer el p. 
1, la existencia de ó se asegurará mediante las desigualdades (6.5). 
Resta notar que en los razonamientos aducidos on ol p. 1 ol número 
positivo e puede ser elegido tan pequeño como se quiera (esto yo se bu 
dicho en el p. 1). 

Con ello queda establecida la continuidad de la función u — 
— (x, y). Escribamos la condición de continuidad de la función u — 

*= <p (x, y) en el punto .V/' (x, y) en forma de diferencias. Al designar 
con Au el incremento total de la función u = f (x, y) en el punto 
MI (x. y), correspondiente a los incrementos de los argumentos Ax 
y A y. obtenemos que Au -*■ 0 cuando f Ax -► 0, 

tA y -r 0. 

3. Resta demostrar la diferenciabiiidad de la función u — ip (x, y) 
on cualquier punto M' (x, y) de) entorno (6.6). En virtud de la obser¬ 
vación del p. 2, resulta suficiente probar la diferenciabiiidad de la 
función u = tp (x. y) en el mismo punto M' t (x, y). Con el fin de lia- 


*1 A saber, a lodo punto Al' (x, y) del enlomo (6.61 le corresponde un punió 
M (ií. r. y) del espacio ft tal que la función F (u, x, y) se anula en el punto Al. 
es iliforencinble en cierto entorno del punto Al y tiene en este entorno una deri- 
dF 

vada parcial — distinta de cero. 
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cerlo, calculemos el incremento total \« de la función u = cp (,r, y) 
en el punto . 1 /' (x. y), correspondiente a los incrementos de los argu¬ 
mentos A x y A y. Por cuanto F (u, x. y) — Oy F(u 4 - Au, x -|- Ax, 
y + Ay) = 0. el incremento total AF de la función F (u, x. y) en el 
punto Aí a (u, x, y), correspondiente ¡1 los incrementos de los argu¬ 
mentos Alt, Ax y Ay, es igual a cero. Pero, en vista de la condición do 
diferenciabilidad de la función F («. x, y) en el punto M 0 (u, x, y), 
este incremonlo total tiene la forma 

AF - 1 ( %T+ T) + (-£ + «) A* 4- (-g- + p) Ay. 

Aquí, todas las derivadas parciales — , — v — se toman en el 

Ou i>£ • t ly 

punto M 0 (íi, ir, y), a. ( 1 . y —U. cuando I Ax-^Ü. 

\ A¡,- 0. 

I Au —0. 

Así, pues, obtenemos 

0 =(-^+v)A«- f -(-^.-!-c«)Ar-(-(-íJl- ) -p) A¿,. (6.7) 


Do acuerdo con la forma en diferencias de lo condición de con¬ 
tinuidad de la función u = <p(x, y) en el punió M'„(x, y), Au— 0 
í Ax —0. 

cuando j ^ | ^ . De este modo, podemos afirmar que de la con- 
í Ax —0, 

dición | se infiere que a, p y y —0. 

Por la Iiipólesis del teorema, la derivado parcial -|£- es distinta 

de cero en el punto M a . Por cuan lo y —0 cuando í 

I A#—0, 

la expresión -4^- 4-Y no se anula, para Ax y A y suficientemente 
pequeños. En tal caso, la fórmula (0.7) puede ser dividida por 
[du + T) y. como resultado, obtendremos 

dF 


Au -1 — 


^ + “V+i - 


+7) / 


ñy 


•+P 


<)/' 

ou 




Ay. 


(0„H) 
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Según el teorema del valor límite ile un cociente de dos funciones, 
podemos afirmar que 


oF_ 

Ox 


oF 

ár 

dt 

ñu 


-|l. — 


oF 

dy 


+ P -£ 


?F 


+ Y 


—&■+*. (6.9) 


JA 

ñu ^ñu da 

Ai —l». 

Ay— O. 

Al cotejar las fórmulas (li.8) y (6.9). obtenemos en definitiva 


donde fi y v—0 cuando 



Ay-F |aAt+ vAy. 


( 0 . 10 ) 


La fórmula (6.10) demuestra la diferenciabilidad de la función 
o — <| (i, y) en el punto .1/; \x. y) Con esto queda demostrado com¬ 
pletamente el teorema 8.1. 

observación 2 La demostración aducida se extiende sin 
complicaciones algunas al caso de una función implícita que depende 
no de dos. sino de cualquier número finito de argumentos x t , ... 

. , x m *). La ventaja del caso de dos argumentos x e y sólo consiste 
en que se admite una interpretación geométrica ilustrativa cii el es¬ 
pacio <u. x. y). 

2. Cálculo de las derivadas parciales de una función definida 
implícitamente. Detengámonos en el cálculo délas derivadas parcia¬ 
les de una función definida implícitamente medíanle la ecuación 
(0.3). Supongamos cumplidas las condiciones del teorema 6.1. Enton¬ 
ces, para el incremento total de la función u — ( x. y) os válida la 
representación (6.10). Esta representación y el teorema 5.U permiten 
afirmar que las derivadas parciales de la función u — <p (a-, y) se de¬ 
finen por las fórmulas 

ñF df 


fíu Ox du Qu 

Ox di ' d(/ <*F 


(0.11) 


<fu 


•tu 


Fórmulas análogas son válidas también para el caso en que una fun¬ 
ción definida implícitamente depende no de dos. sino de cualquier 
número finito de argumentos x x , x . .En tal caso 


JA 

du d*k 

~ h di 

du 


(A= 1, 2, ....m) 


*) F.n partcuW, de un argumento también. 




Si deseamos asegurar la existencia de las segundas derivadas do la 
función u = <f (ar, y), definida implicitatnenle. han de reforzarse na¬ 
turalmente, las exigencias planteadas ante la función F (u. x. y) en 
el teorema 8.1, a saber: liemos de exigir adicional monte que la fun¬ 
ción F («, i, y) sea dos veces diferenciare en el punto que se consi¬ 
dera. Para las suposiciones admitidas detengámonos en el cálculo do 
las derivadas parciales de segundo orden. 

Introduzcamos la noción de derivada parcial total de una función, 
útil para la exposición ulterior. Supongamos definida una función 
difercnciablc de tres argumentos il> (u, x. y), con la particularidad do 
que uno de estos argumentos, u, es de por sí una función diferencia- 
ble de otros dos argumentos x o y. Entonces, la función «I* (u, x, y) 
puede considerarse como función compuesta de dos argumentos x, y. 
Las derivadas parciales de esta función compuesta respecto de x 
e y se llamarán derivadas parciales totales de la función <I> (u. x, y) 

respecto de x e y, y se denotarán con los símbolos ~ y -^2-. De acuer 
do con la regla de diferenciación de una función compuesta, obtene¬ 
mos las siguientes fórmulas para las derivadas parciales totales men¬ 
cionadas: 


d<X>_ du <si> m< 

Uz ~~ du Ox bz ' Uii 


ó*\> du e*I> 

Ou dy ' Oy * 


Pasemos al cálculo de las derivadas parciales do segundo orden 
de una función implícitamente definida. Para concretar, calcu¬ 
lemos la derivada ^ . Diferenciando la primera de las fórmu¬ 
las (6.11) respecto de y y teniendo presente que cada una de las 
derivadas parciales y depende de tres argumentos u, x, 

y, el primero do los cuales e« de por sí una función de x c y, 
tendremos 


CÍ —1 

L »T J . tlf 
~Bí¡ 1 Ox 


(£V 




OF , rflF Ou o s F \ , OF I :‘-F du , 
_ i‘a \ Oz du O’i úz Ou I ex \ ou- Oy r ‘ 
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Al introducir en la fórmula obtenida la expresión , definida 
por la segunda de las fórmulas (6.11) obtenemos en definitiva 


d‘u _ 

dy Oj 

d*F dF OF 


dF_ dF d s F «F_ dF , OF OF 

dx du O’j Su dx dy \ du I du* dx dy 1 dy du dx du 

(W ■ 


( 6 . 12 ) 


De un modo análogo se calculan las derivadas parciales y 

-~L. Por un método similar pueden calcularse también las deri¬ 
vadas parciales de tercer ordon y de órdenes subsiguientes*). 
ejismplos. 1) Calcúlese la derivada parcial -gj-gj do la función 
y), definida mediante la ecuación 


x+y + u —«-(*+*+“> =0. 

Haciendo uso de las fórmulas (6.11), calculemos, ante todo, las 
derivadas parciales do primer orden 

»u _ 0u j +e -(*+v+u> _ 

dx dy l + < -(x+i,+u) ' *• 

Es evidente, ahora, que = 0. 

2) El mismo problema para una función definida mediante la ecua¬ 
ción 

u s 4- x 1 -4- y* — a» = 0. 

Haciendo uso de 1a fórmula (6.11), obtendremos 

du x du y 

dx ~ ~~ u ' dy ~ — u ' 

Luego tendremos 

M-t) «£ „ 

dy dx O;/ Dy ' u ! ~ü? • 


A coadición do que la función F (u, x, y) sea diferenciablc en el punió 
dudo un número correspondiente de veces. 
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3. Puntos singulares de una superficie y de una curva plana. 
Examinemos una superficie S (una curva plana L) definida en un 
sistema dado de coordenadas rectangulares cartesianas mediante la 
ecuación F (x, y. z) — 0 (F (x. y) — 0). En 1» que se refiere a la fun¬ 
ción F (j;, y, z ) (F ix. y)), supongamos que olla en lodo punto tiene 
derixadas parciales continuas de primer orden respecto de Unios los 
argumentos en cierto entorno de cualquier punto de la superficie .V 
(de la curva /.). Llamemos singular un punto dado de la superficie S 
(de la curva L) si en este punto se reducen a cero todas las derivadas 
parciales de primer orden de la función 

F (í. y, i) (F (x. y)). 

En el entorno de un punto singular no puede aplicarse a la ecua¬ 
ción F (x, y. z) — 0 (/•’ (a-, y) — 0) el teorema 0.1, es decir, no se pue¬ 
de afirmar que esta ecuación es resoluble por lo menos respecto de 
una do las variables x, y. z < x , y). Do este modo, una parto de la super¬ 
ficie 5 (un tramo de lu curva L), adyacente al punto singular, puedo 
ti«' admitir la proyección unívoca sobre ninguno de los planos coorde¬ 
nados (sobre ningún eje (le coordenadas). La estructura de la su por¬ 
fíele 5 (lie la curva L) en un entorno de uii punto singular puede ser 
muy compleja y requiere un análisis adicional. 

Los puntos de la superficie ó’ (de la curva L) que no son singula¬ 
res se denominun ordinarios. En el entorno de un punto ordinario es 
válido el teorema ii.t, de suerte que una parte de la superficie S 
(un tramo de la curva /.), adyacente a un punto ordinario, admite la 
proyección unívoca por lo menos sobre uno de los planos coordena¬ 
dos (por lo menos sobre uno de los ejes coordenados), lo que facilita 
esencialmente el análisis de dicha parle (Iranio). 

e-ihmolos. 1) Hállense los puntos singulares de un cono cir¬ 
cular x 1 -f y‘ — z 1 — 0. I’or cuanto F (x. y. z) = x' ¡ -+- y 1 — z : , 
resulta que -^-=2x, ~ = 2y. ~ - —2 1 . El único punto singular 
es el origen de las coordenadas. Es bien conocido que en el entorno 
de este punto la superficie del cono no puede ser proyectado unívoca¬ 
mente sobre ninguno de los planos coordenados (fig. 6.3). 

2) El mismo problema con relación a una curva plana x i — y* H- 
x* = 0. Las derivadas parciales tienen por expresión = 2x + 
+ &t 4 = x (2 -+- 3r), —■ = —2 y. Ambas derivadas parciales se 

anulan en dos puntos del plano (0, 0) y (—2/3, 0). De los dos puntos 
mencionados sólo el primero pertenece a la curva en consideración, 
es decir, es singular. Al construir la curva x 1 — y 3 -f a 3 0 en el 
entorno del punto (0,0), nos convencemos de que este punto es punto 
múltiple de la gráfica (fig. 6.4). Está claro que en el entorno de este 
punto la curva no puede proyectarse unívocamente ni sobre el eje 
Ox, ni sobre el eje Oy. 
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4. Condiciones que aseguran la existencia de la inversa de la 
función y = f ( x ). Valgámonos del teorema 6.1. con el fin de aclarar 
las condiciones cuyo cumplimiento permite quo la función y = j (x) 
tenga en cierto entorno del punto x 0 función inversa x — /“' (y), defi¬ 
nida en cierto entorno del punto y 0 , donde y B = f (*„). Analicemos 
y = / (z) como función definida mediante una ecuación funcional de 
la forma F (x, y) = / (x) — y = 0. 

En este caso la cuestión de existencia de la función inversa coin¬ 
cide con la de resolubilidad respecto de x de la citada ecuación fun¬ 
cional. Obtendremos, antes de demostrar este teorema, la siguiente 




afirmación que viene a ser el corolario del teorema ti. 1 y de la obser¬ 
vación 1: si la función y - I (x) llene en cierto enlamo del punto x a 
una derivada distinta de rero. para dicha función existe en el entorno del 
punto x„ la inversa x — f ~‘ ty). definida y diferenciable en cierto entor¬ 
no del punto y 0 . donde y a - / (j 0 | La derivada de la citada inversa en 
el punto y„ es igual, en virlmlde la segunda fórmula de (ti. I I). a j . . 


¡s 3. Funciones implícitas definidas por un sistema 
ile ecuaciones funcionales 

1. Teorema de resolubilidad de un sistema de ecuaciones funcio¬ 
nales. En el párrafo antecedente hemos estudiado la cuestión de 
existencia y difereneiabilidml de una función implícita definida me¬ 
diante una ecuación funcional. En esta párrafo examinaremos un 
problema análogo para una colección de m (m es un número natural 
cualquiera) funciones implícitas definidas mediante un sistema de ecua- 
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dones funcionales. 


«I = <M*t. X i . 

IU — rp 2 (T|, X, .x,,), 

í¡, • ■•*,,) 


l«. 13> 


se buscan como solución de un sistema de in ecuaciones funcionales 


F, (Ui. U 2 .«m- *1. *i- *b) = 0, 

F.lu,. u . u„. x 3 . ..,x„) = U, 

F m (u,, u. .« m . x. .*n) = 0. 


(6.14) 


Estudiemos la cuestión de resolubilidad del sistema de inecuaciones 
funcionales (6.14) respecto de u t . . . En adelante entendre¬ 

mos por «.resolución del sistema (6.14)' una colección de m funciones 
(8.13) tales que, al introducirlas en el sistema (6.14), todas las ecua¬ 
ciones de este sistema pasan a ser identidades. Esta solución se lla¬ 
mará continua y diferonciable en cierto dominio D de variación de las 
variables i„r,. . . .. x n si cada una de las funciones (6.13) es conti¬ 
nua y diferenciablfi en el dominio /). Convengamos en denotar con el 

símbolo R el espaejo de (m n) variables u,,u,.u m ,x,.x s , . . 

- . .. x„, y con ol símbolo R'. el espacio de n variables z,.Xj, .... x n . 

Veamos m funciones F¡, F. . F„, ile los primeros miembros del 

sistema (6.14) y formemos, a partir He las derivadas parciales de 
estas funciones, un determinante: 


SF, 

<‘F, 

oF, 

fia, 

du. 

’ du, „ 

*F, 

JF, 

df. 

du. 

du, ‘ 

’ du„, 


a. . 

dF m 

du. 

drij 

du,„ 


Un determinante de tipo (6.15) se denomina determinante de Jacobt *) 
(o bien, brevemente, facobiano ) de las funciones F¡, F,. . ... F m 
respecto de las variables Uj.u., . . u„ y se denota ron el símbolo 
abreviado 

D (Fi, t,, .,/■„) 

D (u„ o,, . . "mi ‘ 


) C. G. ¡ acota (1804—1851). matemático alemán. 
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Tiene lugar la siguiente afirmación notable. 

Teorema 6.2 (generalización itel teorema 6.1). Supongamos que 
m funciones 

«1."m. *1.*a>, 

/• 5 (u,. u t , x„ ...,x n ). 


«S.“m- *1.*n> 

son dtferenciables en cierto entorno de un punto M t (u„ it a ), ... 

...,u m , x, . x„) del espacio fí, con la particularidad de que 

las derivadas parciales de estas funciones respecto de las variables 
u,. u s . .... u n son continuas en el punto M 0 . Entonces, si en el 
punto A/ 0 todas los funciones (6.16) se reducen a cero y el jaco- 

btano F "- . F es distinto de cero, se encontrará, para 

los números positivos suficientemente pequeños e¡, e a , ...,e m , 

un entorno del punto . x n ) del espacio R' tal que dentro 

de los márgenes de este entorno existen las únicas m. funciones 

(6.13) que satisfacen las condiciones |w, — U||<ei. |t/ a — u a | ■< 


(6.16) 


<f a .|u m — u m | <e m y que constituyen la solución del sistema 

de ecuaciones (6.14), además, esta solución es continua y diferen- 
cíable en el entorno mencionado del punto A/j). 

OBSERVACION. Cuando m = 1, el teorema 6.2 no es otra cosa 
que el teorema 6.1. demostrado anteriormente *), pues en este caso 
el jacobiano (0.15) se reduce a una derivada parcial dFJdu,. 

demostración del teorema 6 . 2 . Realicémosla por el método 
de inducción matemática. Para m = 1 el teorema ya está 
demostrado. Por eso es suficiente (al suponer válido el teorema 6.2 
para un sistema de m-1 ecuaciones funcionales) demostrar la validez 
del teorema también para el sistema citado de m ecuaciones funciona¬ 
les. Dailo que, por la hipótesis, el jacobiano 



í 9F, 

*F . 

j dF, 

| du, 

ÓBm-l 

i 

1 

. 7 

E 

* 

ÓF m -j 

1 0F m ., 

: du, 


| 0 u m 

áF m 

dF m 

0F m 

du x 

ó“m-l 

da m 


(0.17) 


*¡ Hay que tener en cuenta lo observación 2 ai teorema tí.l. 


17-652 
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es distinto (lotero en el punto t/„, por lo menos uno de los menores 
do (m— l)-ésinio orden *) de esto jacobiano es distinto de cero en el 
punto A/„. Sin limitar la generalidad, convengamos en considerar 
que en el punto M„ es distinto de cero un menor contorneado en la 
esquina superior izquierda. Entonces, por la suposición de inducción, 
las primeras m-t ecuaciones del sistema ((i. 14) son resolubles respec¬ 
to de u,, u,.«m-i- Más exaclainonte. para e,, e 2 . . . . 

positivos suficientemente pequeños existe tal entorno del punto 

M¡ lu m , x¡.°r,, . x„) del espacio H" de las variables 

x 2 , . . x„) que dentro de los margenes de este entorno quedan defi¬ 

nidas m—1 funciones 


U,i-fl>,(U M , X„ Xj. .... J„). 

Hm-l — l'™-! X,. X 2 . . ..,X„), 


10.18) 


que satisfacen las condiciones | u, — «, | < e,. I u„.¡ — 

— “m-i I <.‘ra-i y constituyen, habida cuenta de estas condiciones, 
la única solución continua y diferenoiable del sistema de las prime¬ 
ras m—1 ecuaciones (6.14). 

Pongamos las funciones halladas (6 18) en el primer miembro de 
la última ecuación de (6.14). En este caso el primor miembro de esta 
última ecuación se reduce a una función que depende sólo de u m , 
*1 .•**« 

FmO'i .«M-I. “i... Tt .r.í-fml^i (“rn. *i. *«)•••’ 

0 )„_,(u m .x,.x„). u n , x,.x„]^ , i'(« m . x,.x„) (6.1H) 

(la función mencionada está designada con V) De este modo, la úl¬ 
tima do las ecuaciones do (6.14) nos conduce.a la ecuación siguienle: 


V (u m , x,-x.) - 0. (6.20) 


En virtud de la igualdad (6.19). V (u m , Xj. r„) puede conside¬ 

rarse como una función compuesta de sus argumentos. Entoncos, apli¬ 
cando el teorema do díferenciabilídad do una función compuesta, po¬ 
demos afirmar que la función 'I' (u ra . r„ . . .. x„) es diferenciadle en 

cierto entorno del punto M\ (u m , x,.x„) del espacio ñ La igual¬ 

dad (6,19) y la última de las desigualdades de (0.14) permiten afirmar 

que f (u m , x„ . . x„) = 0. Por eso, con el fin de demostrar que 

a la ecuación (6.20) es aplicable el teorema 6.1 y que la misma es re¬ 
soluble respecto de u m . es suficiente establecer que la derivada par- 


•) Kvcordemns que llámase inenai de im — li-ésimo orden de un determi¬ 
nante dado de m-ésimo orden al determinanlc (le (ni — l)-ésimo ordeu obtenido 
a partir ilol determinante dado de m-ésimo orden suprimiendo una lila y una 
columna 
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cial -r— es continua y distinta de cero en el punto .1/" Para hacerlo, 
<)u m ' 

calculemos la citada derivada parcial. Introduzcamos en las prime¬ 
ras m—1 ecuaciones del sistema (6.14) las funciones (6.18), que cons¬ 
tituyen la solución do estas ecuaciones, y diferenciemos las identi¬ 
dades obtenidas respecto de u m . Obtenemos 


¿íi _ ■ <IF, <*!>„_, of, =Q 

9 u¡ 0 u,„ - • r j r 0 u m 


( 0 - 21 *) 


°F m - 1 dl|l i . ■ C/-',,,-, »P m _i OFm-t m 

óu, Oll m ' ‘ ' ÍUn,-i Óa,„ Oil m ' ' 


Luego, diferenciemos respecto de u„ 
OFm (Kl> l . . Wn 

0u x du, 


- + 


la igualdad (6.10). Obtendremos 
<*Pm- . 0F m 01' 


■hi„ 


0u m 


+ 


áu„ 


-fc* (6-21-) 


Multipliquemos las igualdades (6.2Í 1 ) —(6.21") por los correspondien¬ 
tes complementos algebraicos A i. A.. A m de los elementos de 

la última columna del jarobiano (0.17) y sumemos, a continuación, 
estas igualdades. Obtendremos 


m -t 


V "l’li 





+ a 5 


■’t . 

Ou,. 


+ • • • + A m 




] + 



+ Aj 



• • • + A„ 


\ _ , JV_ 
uu m ) m ou m - 


Por cuanto la suma de productos de elementos de la columna dada 
del determinante por los correspondientes complementos algebrai¬ 
cos de los elementos de esta (otra) columna es igual al determinante 
(al cero), cada corchete es igual a cero, mientras que lo que está ence¬ 
rrado entre puróntesis es igual al jacobiano (6.17). 

De este modo, resulto 


A — 


Ou... 


( 6 . 22 ) 


Aquí, con el símbolo A está designado el jacobiano (6.17), y con A m , 
el complemento algebraico del último elemento de la última colum¬ 
na, el c ual coincide con el menor contorneado y es, por suposición, 
distinto de cero en el punto 1/„. Al dividir la igualdad (6.22) por A m , 
encontramos definílivamenU» 


ay a 

0u m ~ A m ’ 


(6.23) 


La fórmula (6.23), válida en el punto d/¡¡, demuestra la conti- 

^t|f 

mudad de la derivada parcial —— en el punió AfJ (pues, A y A m 


17* 
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se componen de las derivadas parciales de las funciones (6.16) 
respecto de u,, u 3 , continuas en el punto Aí 0 ). Además, 

dV 

de la fórmula (6.23) se deduce que -jjj— en el punto es distinta 

de cero (puestoque el jacobiano A es distinto do cero en el punto M n ). 
Con ello queda demostrado que a la ecuación (6.20) puede sor apli¬ 
cado el teorema 6.1. 

Do conformidad con este teorema, para e m positivo suficiente¬ 


mente pequeño oxisle tal entorno dol punto M' 0 (x,), . . ., x„) dol 
espacio R' que en cada punto dentro de los márgenes do este entorno 
está definida una función 

u,„ — <f m (x„ x¡, . x„). (6.24) 


que satisface la condición | u m — u„ | < e,„ y que es. al subsistir 
esta condición, la única solución continua y dilercnciable de la ecua¬ 
ción (0.20). Considerando que las funciones (6.18) son soluciones de 
las primeras m— 1 ecuaciones (6.14) para cualesquiera u m . x,. . . . 
. . x„ del entorno del punto M\, e introduciendo la función halla¬ 
da (6.24) en (6.18), obtenemos las funciones que sólo dependen de 
las variables x„ . . ., x„: 


u, = d>, lif™ (x„ . 

. X„). 

X„1 = q, (x„ . . . 

. X, 

m-l = <l J m-, l«Pm (*l. 

. . X„), X,. . 

. ., x„) = q„,(X,. 



!• • • ■ 

• - -1 *!>)• 


(Estas funciones están designadas por los símbolos ..<Pm-i)- 

E1 teorema de diferenciabilidad de una función compuesta permite 
afirmar que cada una do las funciones q,.<Pm-i es diferenciable 

O o 

en el entorno del punto Ai', (x,.x„). De este modo, hemos de¬ 

mostrado en definitiva que m funciones 

u, = qi(x,.x„), 

u a = q,(x„ 


u m - <T'm (Xl. Zn) 

satisfacen en el entorno del punto M' 0 las condiciones |u, —«,|C 

Ce,, ..., |u m -u„|<e m y constituyen, al subsistir estas condi¬ 
ciones, la única solución continua y diferenciable en cierto entorno 

del punto M' a (x u . ..,£„) del sistema (6.14). 

Queda por demostrar que las funciones (6.25) constituyen la 
única solución del sistema (6.14) que satisface las condiciones 


(6.25) 
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|ií, —u,|<e,.|n m —¿ m |<e ra (para e,. expositivos sufi¬ 

cientemente pequeños). 

Supongamos que, además de las funciones (0-25). existen otras m 
(unciones 

= X 2< j 


X 2 , 


. r„), 


(6 25') 


‘«Pm(*l» x * .*») 


que también constituyen la solución del sistema (6.14) y que 

satisfacen las condiciones |u, — ú,|<e„ .... |u m —u m ¡<e m . 

Entonces, por suposición de inducción, las primeras m—1 fun¬ 
ciones (6.25) son. para u m - ú m dado, la única solución diferencia- 
ble del sistema de las primeras (m — f) ecuaciones (6.14). Mas, para 
u m prefijado, la única solución del sistema de las primeras (m—1) 
ecuaciones (C.14) se da mediante las igualdades (6.18). De este modo, 
son válidas las relaciones 


¿, = 01 , (ir m . r, . x„), 


(6.18') 


u m-l “ ^»i-I * u m» * 1 * •••» T n)« j 

en las cuales <!>,.son las mismas funciones que figuran en 

(6.18). 

En tal caso la última ecuación de (6.14) y las relaciones (6.19) 
permiten afirmar que u m es la única solución de la ecuación (6.20), 
es decir, ú m = u nl . 

Al haber la igualdad u m — u,„, de las relaciones (6.18') y (6.18) 
proviene en seguida que u,--u„ ..u m _ ¡ — K m -t- 
E1 teorema 6.2 está completamente demostrado. 


2. Cálculo de las derivadas parciales de las funciones definidas implíci¬ 
tamente por un sistema de ecuaciones funcionales. Supongamos cu esle punto 
cumplidas las condiciones del teorema 6.2 y dediquémonos al cálculo de las de¬ 
rivadas parciales de las funciones (6.251. Pongamos las funciones (6.25) en el 
sistema de ecuaciones i6.14i, de cuya solución sirven dichas funciones, y dife- 
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ranciemos las iilcntidades obtenida» icspcrio de »/ (( — 1, 2, .... «I. Resulta 


«r, 

a ", 

ox, 

, ■»/, g„„, 

~ «'u n , 8*1 ~ 

4£l-o. 

di. 

JF„, 

l)u, 

. Mn 1 «'«‘n, 

O 

• ll 

• + 

dv | 

ox, + • 

Olí ÓXi 


Las ¡«unidades (C.1B) son un sialema line.il de ecuaciones respecto de ra 

incógnitas , ... l>u "¡ . El determinante de oste sistema, el lacobiano 

ox¡ ox¡ 

(0.17|. es distinto de cero en el entorno del punió *í ( . Por consiguiente, el 
sistema (0.20) eiieula con la única solución determinado por las formulas de 
Cramcr: 

f t . ■■■ó'o.i 

duq _ lljn, .«a-!, xi, a>.|.n, n ) 

■>xi Q|/„ F„ ... /■„■! 

0(Ut, . .. 


Los expresiones poro las (IitívkIu» parciales <li< segundo orden y do órdenes su¬ 
periores*) pueden obtenerse diferenciando estas formulas. 

3. Aplicación biunívoca de dos conjuntos de un espacio m-duncusionnl. 

Examinemos en cierto entorno do nn punto M 0 (/ l . . . r m ) m funciones 

«i™ Vi C»*.*m>. 

• r "i>. iü.27) 

“n»Th.(*|. 

Lus m funcionen en consideración realizan una aplicación de dicho entorno del 
punto A/ 0 sobre cierto conjunto {.V} del espacio m-diinonsional de variables 
Uj, u a . .. .. u m Esta aplicación se denomina biunivoco si a todo punto del 
entorno mencionado del punto M v le corresponde un solo punto del conjunto 
(iV), do suerte que on este caso cada punto del conjunto fiV) corresponde a un 
solo punto del citado entorno del punto M 0 . 

Del teorema 0.2 se deduce inmediatamente la afirmación siguiente. 

Si las funciones (0 27) son diferenclables en un entorno del punto Mcon la 
particularidad de que todas ¡as derivadas parciales de primer orden son continuas 

en el propio pimío M v y el /acobtano ^ ^T 1 ' . • ^ ' es distinto de cero en este 

^t*i» • , *m) 

punto, ¡as funciones (0.27) aplican blunívocamente cierto entorno del punto 

o o o o o 

M 0 (x,, ... x w ) sobre cierto entorno del punto iY # (n,. . . .. u m ). donde u, -« 

“= «Fi <x j. . . x m ) (i = 1.2..... m). 

En efecto, las relaciones (0.27i pueden considerarse como un sistema de 
ecuaciones funcionales respecto de r,. x,, , x m . uara el cual se cumplen las 

condiciones del teorema 6.2. Pero, en esu» caso, el sistema tiene siempre en 


•) La existencia de estas derivadas parciales se asegura por las restricciones 
adicionales que se imponen en las funciones (6.16). 







cierto entorno del punto .V, (u,, . .. u m ) la única solución 

*i — Ixi.“«.>• 

*m = Um («l. • • •• “mi- 10 27 '> 

Es evidente que las funciones (6.17') realizan la aplicación inversa. 

Notemos que en las condiciones do la afirmación enunciada, tonto las funcio¬ 
nes tC-27) que realizan la aplicación directa, como las (6.27') que realizan la 
aplicación inversa, son continuas Una aplicación biunivoca que poseo esta 
propiedad se denomina homeomor/a 


§ 4. Dependencia de las funciones 

1. Concepto de dependencia de las funciones. Condición suficiente 
de independencia. Supongamos que m funciones de unas mismas 
n variables 

“i -=*ft (*i. **•-*n)i 

l s . x n ). 

"m = <u( í ’f *2 . *n) 

están definidas y son difereuciabies en cierto dominio *) D n-ditnon- 
síonal abierto. 

Diremos que una de estar- Iunciones , «*, por ejemplo, depende en el 
dominio D de las demás funciones si simultáneamente para todos los 
punios (r¡. x 3 , .... x„) del dominio D 

u» = ib (u,.u»-i, 1 .“m). (Ü.2Ü) 

donde ib es cierta función definida y diferenclable en un dominio co¬ 
rrespondiente de variación de sus argumentos. Las funciones u,.u¡. ■ ■ ■ 

. . .. w,„ se denominarán dependientes en el dominio D si una de estas 
funciones (no importa, cuál) depende do las demás en el dominio O. 

En cambio, si no existo una función diferenciablo <1> tal que si¬ 
multáneamente para lodos los punios del dominio D se verifique una 
identidad de la forma (6.21)). las funciones íí,,u 2 , . .. u,„ se deno¬ 
minarán independientes en el dominio D. 

ejemplos i Es fácil convencerse de que tres funciones rio 
cuatro variables 

'i i - x\ + A H- 

u, — z, I- x¡ + x 3 + x 4 , 

u, 2x,x 3 + 2x,x., -|- 2x,x 4 -i- 2 xjXj +- 2 x ^4 i 2x.,x 4 


( 0 . 28 ) 


•l Es particular, a titulo He dominio D puorfe tomara' cierto entorno de 
un pimío fijo .W 0 de mi espacio n-dimensional. 
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son dependientes en cualquier dominio D de un espacio cuadridi- 
mensional, pues para todos los puntos (x t , x 2 , x¡, ¿t) do este dominio 
“i = “í — «*• 

2. Mostremos ahora que dos funciones de dos variables u, = 
= r + !/)' “i = 1 — y son independientes en cualquier dominio 

D del plano x, y quo contiene el 
origen de las coordenadas. Está 
claro que la función u, conserva 
su valor nulo en la recta x -| 
+ y = 0 que pasa por el origen 
de las coordenadas (fig- 6.5). 
Pero, sobre esta recta la función 
it. tiene valor variable u¡ — 2x. 
Por eso. en esto tramo do la 
recta, dispuesto en el interior 
de D. u 3 no depende de 
a ciencia cierta. Es análoga la 
Fig. C.ó demostración de quo sobre mi 

Iranio do la recta z — y *= 0, 
dispuesto on el interior del dominio D. u, = 0. u, = 2x, y, por con¬ 
siguiente. u, no depende de u¡. 

OBSERVACION. En el curso do álgebra lineal se introduce la noción de depen¬ 
dencia lineal de las funciones: m funciones a,, u„ . . « m se llaman lineal- 
mente dependientes en un dominio D si para lodos los puntos del dominio D 
una de estas funciones se expresa en forma de una función lineal de las demás 
funciones, Está claro que la dependencia lineal de las funciones os un caso 
particular de la dependencia do estos funciones, pues, si los funciones u„ 
u„ .... u,„ son Jinealmonte dependientes en el dominio D. son dependientes 
en dicho dominio, poro existen funciones dependientes en el dominio D sin 
sor en O líncalmente dependientes (por ejemplo, las funciones escritos en el 
ejemplo 1). 

Teorema 6.3. (condición suficiente de dependencia de las funcio¬ 
nes). Supongamos que m funciones de n^z m variables 

u, = tp, (x, . x m+t , . . , z„). 



“m = tfm (*1.•*.» +.*n) 

están definidas y son diferenclables en un entorno del punto M 0 |x„ . . . 
. . .. x m , x m+1 , . . x„). Entonces, si el facobiano formado a partir 

de estas funciones respecto de algunas m variables es distinto de cero en 
el punto ,l/ 0 , las citadas funciones son independientes en cierto entorno 
del punto M 0 . 

demostración. Sin limitar la generalidad, convengamos en 
considerar que en el punto M„ está distinto de cero un jacoliiano 



Ol*i, 
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Demostremos el teorema reduciéndolo al absurdo. Supongamos que 
las funciones u¡. u¡, . ., u m son dependientes en cierto entorno del 

punto M„, es decir, una de estas funciones, «*, por ejemplo, se expre¬ 
sa para todos los puntos do este entorno en la forma 

U, = ti) (U,.It»-*, «»+!, - • “n,). 

donde <f> es una función difercnciable. Haciendo uso de la regla de 
diferenciación de una función compuesta, calculemos la derivada de 
la función respecto de cualquiera (le las variables x¡ 

du„ <i<P + _¿*__2¡a=i_4- 

9x¡ Ou, Sx¡ r ''' vuk-i dx i 

d<t> 9u h , t -L-gg-fam //=. 1,2.m). (6.31) 

r i>u», i dx, T 9u m »x, 


Las fórmulas (6.31), si so loman para cada valor 7=1, 
en el punto M 0 . dejan constancia de que la Ar-ésima fila del jaco¬ 
bino (6.30) es una combinación lineal de las demás filas, cuyos 
coeficientes son iguales, respectivamente, a 

a<p m < ,«t> g<l) 

du¡ ’ 1 ciufc_i * Ó o h ,i ' "ií m 


Pero, en este caso el jacobiauo (6.30) es igual a cero en e) punto 
M 0 , lo quo contradice las condiciones del teorema. 

ej emplo. Las dos funciones examinadas anteriormente ", = 
= x + y e u s = x — y son independientes en el entorno do cual- 

. • . D fu,, u,) | 1 1 | 

quier punto M (x.y), puesto que el jacobiano 0 -| , _j | — 

= — 2 7 b 0 en todo punto. 

2. Matrices funcionales y sus aplicaciones. Examinemos otra 
vez m funciones de n variables (6.28): 


u, = f¡ i (z„ j ,.J n ). 

Un, = <pm(*i' .*»)• 


(G.28) 


Esta vez supongamos que las funciones (6.28) están definidas y son 
dijereneiables en cierto entorno del punto 31 0 (x,. .... r„). con la par¬ 
ticularidad de que todas las derivadas parciales de primer orden de estas 
funciones son continuas en el propio punto M „. 
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Formemos a partir de las derivadas parciales de las funciones 
(ti-28) la siguiente matriz funcional 


<"T. 

"ti 

<"íi 

dx. 

di. 

dx„ 


d‘l; 

<*P 8 

dii 

dx s 

dx„ 

é<Pm 

jl"l. 

¿I.» 

dx, 

ex. 

<‘i„ 


que contiene m filas y n columnas. 

Tiene lugar la afirmación siguiente 

Teorema 6.4. Supongamos que en la matriz funcional (6.32): 
I) cierto menor de r-ésimo orden *) es distinto de cero en el punto 

M„ (r,, -r¡, . . .r„), 2) todos los menores de (r -f 1 )-ésimo orden son 

nulos en cierto entorno del punto M„ ** **•) ). Entonces, las r junciones re¬ 
presentados en el citado menor de r-éstmo orden, son independientes en el 
entorno del punto cada una de las demás funciones depende en dicho 
entorno de las r funciones mencionadas. 

dm.ostracion. Sin perder la generalidad de los razonamientos, 
convengamos en considerar que en el punto M„ es distinto de cero 
el menor dispuesto en la esquina superior izquierda de la matriz 
(6.32), es decir, es distinto de cero el determinanto 


'*Pi 


dx, 

ÓJ r 

4 - 

. JÜL 

¿r. r 


Entonces, la independencia en el entorno riel punto M„ de las funcio¬ 
nes u,. u¡ .u, se deduce en seguida del tooroma 6.3. Resta por 

demostrar que cualquiera de las funciones u r+ ,.depende 

en el entorno del punto M 0 respecto de u,, u¡, . . u r . Demostre¬ 
mos, por ejemplo, que u r+1 depende en el entorno del punto M a do 
W|, . Ur- Prestaremos nuestra atención a las primeras r fun¬ 
ciones (6.28). Si designamos por u.. u r los números de Upo 

o O c o o o o o 

“i = Ti (*i. *a. - •*„)• • - ar — H-r (*i. x, . x n ), siem¬ 
pre on cierto entorno del punto A'„ (u,. u,, x¡, . . x„) del es- 


*) Recordemos que se llama menor de r-é B imo orden de una matriz dada 
un determinante formado de los ciernen los dispuestos en la intersección de 
algunas r columnas con r filas do la inatri? 

**) Cuando r = min (m, n). la exigencia 2) lia de omitirse. 

**•) Por supuesto, se supone en este caso que m t> r. 
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pació (n 4- r)-dimensional las primeras r funciones (15.28) son la úni¬ 
ca solución diferenciare del siguiente sistema de ecuaciones *): 


F. tu,. .. 

. . U r , 

. ., *„) s® <Pf (*|, - - 

-.Ir,) — «1 = 0, V 

F,(u t , .. 

■, u„ X,. . 

...*») =<Pr(*l> 



.34) 


Por otra parte, como el jaeobiano 

D(f, ...,P r ) 

D(r„ ’ 

que coincide con el menor (15.33). es distinto de cero en el punto N 0 , 
el sistema (6.34) puede resolverse unívocamente en el entorno do este 
punto respecto de x, . x, Dicho de otro modo, en un entorno sufi¬ 

cientemente pequeño del punto (V„ el sistema (6.34) siempre tiene 
nuil única solución diíerenciahlo 



. U„ X r+ I, . 

•;•*«>• 1 

X, = +, (U„ . 

. . . U„ J’rt-i’ • 

.../»)• Í 


(6.35) 


Subrayemos que las igualdades (6.35) y las primera» r igualdades de 
(0.28) son plenamente equivalentes en el entorno del punto <V„. 
En particular, si introducimos x¡, x t . . . ., x„ definidas mediante 
las ecuaciones (6.35), en las primeras r igualdades (6.28). las citadas 
igualdades pasarán a ser idontidades respecto de x r+l , ■ • r„, 

..u,. Diferenciando ostas identidades respecto do la variable 

x, (l = r + I.n) y advirtiendo que u,. u, no deprnidcu 

de x,4 -,.tendremos 


JÜ1_ 

or. 


or, 


+ ^L4±-+-^-U, 

~ Óx, 0z¡ <lz¡ 


OVr »dl’l 
0Z¡ Vz, 


r di, óz, 0 x¡ 


(6.36‘) 


(6.36 r ) 


Notemos que las igualdades (6.36’) - (0.36 r ) son válidas para todos 
los valores de las variables x, . x r . ir+i- - • •, x „ de cierto en¬ 

torno del punto ,t/„. 

Con el fin do cerciorarnos de quo la función u, + , depende en cier¬ 
to entorno del punto \l 0 respecto de u,. u,. pongamos los valo- 


En efecto, en el punto citado A'„ todas las (unciones f¡ . F, 

D [F„ F.\ 


’ i>(u, . a,) 

que quedan cumplidas las condiciones del teorema 6.2. 


se anulan, mientras que el Jaeobiano 


— (— ip* a= 0, de suerte 
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res i,, . . x,, definidos mediante las ecuaciones (6.35), en Ja (r 4- 

l)-ésitna ecuación de (6.28). En esto caso iz r+] se convierte en una 
función de los argumentos u r , r r+l , . . ., r n , pues « r+1 = 

“ <11+1 (*1. *’• x r+i .*n) *” <fr+l l’l’l (« 1 , • • •. Ur, 

*r+J. - . *n).ír ( u l> • • -• u r- x r+ 1- ■ • •> *n)' x r+l- • • • 

.r«] = <I> <u,. u„ at r +i. x n ) (esta función fue deno¬ 
tada por el símbolo fl>). Resta por domoslrar que para todos los va¬ 
lores de las variables x¡, . . ., x„ r, +1 . . . ., x„, dispuestos en un 
entorno suficientemente pequeño del punto M 0 , Ja función ti) no 
depende de x r+¡ , . . ., x„). Con esto fin basta probar que para todos 
los x¡. . . ., x„ de un entorno suficientemente pequeño del punto 


M a se verifican las igualdades 

-g—0 (i=r+1 . n). (0-37) 

Diferenciemos Ja función tp respecto do la variable r, (/ = r-f 1, . . 

...,»») como una función compuesta. Obtendremos 


'Ír»l fll h , , iSra.it ¿<Pr.l d*!’ 

Or¡ 0x¡ ~ ~ g Xr g x¡ g x¡ g x¡ ■ 


(6.3G'-‘) 


Veamos ahora el siguiente menor de (; -, l)-ésimo orden de la matriz 
(6.32): 


J, PI 


jai 


OX r 

áx. 

JSl. 

Éh. 

l>fr 

dx l • 

' • áx r 

"X, 

Mfr.i 

‘«Pr,, 

*P~| 

dx t 

‘ ' dx. 

ÓXI 


Por la hipótesis del teorema este menor es siempre igual a cero en el 
entorno del punto :l/ ( . Multipliquemos las igualdades (0.36 1 ) — 
(6.36 r '* 1 ) por los complementos algebraicos correspondientes A,, 
, ., A r , A r+ , de los elementos de la última columna del menor 
(6.38) y, a continuación, sumemos todas estas igualdades. En virtud 
del teorema de que la suma de productos de los elementos de una co¬ 
lumna dada por los complementos algebraicos correspondientes de 
los elementos de esta (otra) columna es igual al determinante (al ce¬ 
ro), obtendremos *) 



(0.39) 


En la igualdad (6.39) el símbolo A denota el menor (0.38), igual a ce¬ 
ro siempre en el entorno del punto Af 0 . y el complemento algebraico 


•) Repelimos Jos razonamientos descritos detalladamente en la pág 259 
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A r+ i coincide con el menor (8.33), distinto de cero en el punto íl/„, 
y, por tanto, en cierto entorno de este punto *). De la igualdad (6.39) 
concluimos que en cierto entorno del punto Al 0 las igualdades (6.37) 
son siempre válidas. El teorema está demostrado. 

ejemplo. Volvamos a analizar la dependencia de las funciones 

u, = a* 4- x\ + x\ + xj. 

= *, 4- x, 4- x, + x 4 , 

u, = 2x,x s -+- 2x 4 x, + 2x,x 4 -h 2x.x a 4- 2x,x 4 4 
La matriz funcional (6.32) tiene por expresión 

2x, 2xj 2ij 2 x 4 

lili 
2 (xjx 3 + x 4 ) 2 (x 4 4 x,4-x 4 ) 2(x 4 4 x, 4- x,) 2(x, -|-x,4-i s ) 

Es fácil convencerse de que todos los determinantes de tercer orden 
son idénticamente iguales acero, con la particularidad de que en cual¬ 
quier punto del espacio (x 4 . x 2 . x 3 , x 4 ), en el que no coincidon las cua¬ 
tro coordenadas x x ,x t ,x 3 , x 4 . por lo menos uno de los determinantes 
de segundo ordeu 


2x, 2x, 

| 2xi 2x, 2x 4 2x 4 

1 1 

* 1 1 1 ’ 1 1 


es distinto de cero. Por consiguiente, en el entorno de cualquier pun¬ 
to mencionado las funciones u, y u.¡ son dependientes, mientras que 
u 3 depende de u, y u t . 

§ 5. Extremo condicionado 

1. Concepto de extremo condicionado. En el § 6 del cap. 5 busca¬ 
mos extremos locales de unas funciones cuyos argumentos no están 
relacionados con condiciones adicionales algunas. Pero, en las mate¬ 
máticas y en sus aplicaciones se encuentra a menudo un problema de 
búsqueda de los extremos de una función cuyos argumentos satisfacen 
ciertas condiciones adicionales de conexión. Llamaremos los extremos 
de este género condicionados con el fin de distinguirlos de los extre¬ 
mos (incondicionales) estudiados en el § 6, cap. 5. 

Demos a conocer un ojemplo de problema de búsqueda de un ex¬ 
tremo condicionado. Se pido hallar el extremo de una función u = 


*1 Por cuanto todas las derivadas parciales dol menor (6 33) son continuas 
en el punto A/,, lo será también en el punto M¡> el propio menor (6.33). Mas, en 
este caso, de conformidad con el teorema do estabilidad del signo de una fun¬ 
ción continua, este menor os distinto de cero no sólo en el propio punto M„, sino 
también en cierto entorno del mismo. 
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= x 3 -f y- a condición de que los argumentos de esta función satis¬ 
fagan la condición do conexión x + y — 1—0. De este modo, los 
extremos de la función a = x 3 -t- y 3 so buscan no en todo el ¡llano 
Oxy , sino sólo en la recta x + y — 1 = 0. Para resolver el problema 
planteado, pongamos en la ecuación de la función u = x- — y a el 
valor de y determinado a partir de la condición de conexión x -f y — 
_ 1 o. De este modo reducimos el problema planteado a un pro¬ 
blema do búsqueda del extremo 
incondicional de la función n = 
2x‘ - 2x + i. 

P.l último extremo se halla 
sin dificultades algunas: por 
cuanto m' x- 4 (x — 1 2). u , -‘ —4, 
la función u »= 2x 2 — 2x |- 1 
tiene su mínimo u — 12 para 
x -- I 2. De este modo, la fun¬ 
ción u =- x- + y 2 con la condi¬ 
ción «lo conexión x — y — 1 ••• O 
cuenta con el mínimo condicio¬ 
nado u = 12 en el punto ti 2, 
I 2) Advirtamos que el mínimo 
incondicional de la función u - 
, y'se alcanza en el punto 
(0, 0) >' es igual a u =0. Además, 
incluso los razonamientos ilustrativos (lig. 6.0) evidencian que el 
mínimo de la función u =- xr + y* (do cuyo gráfico sirve un 
paraboloide de revolución) en lodo el plano Oxy no coincide con su 
mínimo en U recta x + y— I =• l*. 

Pasemos al planteamiento general del problema de búsqueda do 
extremo condicionado. Supongamos que se pide hallar un extremo de 
la función de m -4- n variables 


U = / (*„ 
ul haber m condiciones de 

conexión 

'Ji . y -1 

, (6.40) 

*•.(*.. - • 

• *«• Uu ■ 



F,(x,. ... 

,x.„ yi. - 

...y„> = 0. 

(6.41) 

F m (*.. ••• 

y,. . 




Precisemos, ante todo, el propio concepto de extremo condicionado 
de la función (6.40), al haber las conexiones (6 41). Diremos que la 
íunción (6.40) tiene, al haber las conexiones (6.41). un máximo (míni¬ 
mo) condicionado en el punto M 0 (x,. x„. y,. y m ) cuyas 

coordenadas satisfacen las condiciones de conexión (6.41). si existe un 
entorno del punto M„. en cuyos márgenes el calor de la función |6.40) 
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en el punto M „ es el máximo (el mínimo) entre sus valores en todos los 
puntos cuyas coordenadas satisfacen las condiciones de conexión (0.41). 

Para hallar el extremo condicionado de la función (0.40), al ha¬ 
ber las relaciones (6.41). supongamos que las funciones de los miem¬ 
bros izquierdos de las igualdades (6.41) son diferonciables en cierto 
entorno del punto en consideración .1 y, además, en el propio pun¬ 
ió M n las derivadas parciales de las funciones mencionadas respecto 
de y,, . . y„ son continuas, y el jacobiano 


Otfi. • 

.^m) 


(0.42) 

i»(Vi. . 

. w 


es distinto de cero. 




En virtud del teorema 6.2, para los números positivos e^e-, . . . 

. .. t m suficientemente pequeños 

existe 

lal enlomo 

del punto 

M' a (Xj.:r„) de un espacio de v 

ariablcs (x,.x„) 

que dentro 

«le este entorno siempre hay definid 

as m funciones 


y, - i|, (x„ . 




//»- • 

••.x„). 


(6.43) 

Vm — fm (*|. 

- - .a»). 




que satisfacen las condiciones | y, — y, | < e, .I y,„ — y„ |< 

< * m y que son. al haber dichas condiciones, la solución del sisto- 
ma de ecuaciones (11.41). la única y diferenciable. Al introducir las 
lunciones halladas (6.43) en (6.40). reducimos el problema de asis¬ 
tencia de un oxtremo condicionado en el punto para la función 
(0.40), al haber las conexiones (6.41), a un problema de existencia 
do extremo incondicional en el punto Mí para la función compuesta 
de los argumentos x,. . .. x„ 


~ í lx,.x„, q, (x,. .t„), . . . 

• • •• <f« <*i.*«)! = 1» <*j. • - •. (6.44) 


El problema de existencia de extremo incondicional de la función 
(6-44) puede ser resuelto por los métodos aducidos en el § 6, 
cap. 6*). El esquema general de reducción del extremo condicionado 
aun incondicional, que acabamos do exponer, fue realizado por noso¬ 
tros en el ejemplo particular examinado más arriba. Ahora, procure¬ 
mos establecer por lo menos las condiciones necesarias de existencia 
de un extremo condicionado en el punto .V/„. sin recurrir a la resolu¬ 
ción delslstema (6.41). Así. pues, supongamos que la función (6.40) 


*i En este caso se debe imponer, na tura hnen le. ciertos condiciones en la 
función (6.40). 
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es diferenciable en el punto M 0 y tiene en el mismo un extremo condi- 
eioiiddo al haber las relaciones (6.41), o bien (lo que es lo mismo) 
la función (6.44) tiene en ol punto A/ó un oxtremo incondicional. De 
acuerdo con lo establecido en el § 6. cap. 5, una condición necesaria 
de extremo incondicional de la función u = O (x,, . . .. i„) en el 
punto A/ó consiste en que sea igual a cero en este punto lo diferencial 
de la citada función 

du^-^-dx l +...+^-dx n = 0, ( 6 . 45 ) 

idéntico respecto de ítr,, . . dx„. Teniendo en cuenta la invaria¬ 
ción de la forma de la primera diferencial y la igualdad (6.44), pode¬ 
mos escribir la fórmula (6.45) en la forma 

d u--gL d *i+ ■ . .+■?£-**.+-£■ d »t + • • ■ + t£t dy,n=0 

(6.46) 

(En esta fórmula todas las derivada» parciales se toman en el punto 
A/„.) Subrayemos, sin embargo, que en la igualdad (6.46) di/,, . . . 
. . .. dy m son diferenciales de las funciones (6.43), de modo que la 
igualdad (6.46) no os una identidad respecto de di/,, . . dy m . Su¬ 
pongamos > a introducidas en la ecuación de conexión (6.41) las fun¬ 
ciones (6.43) que constituyen la solución del sistema (6.41). En este 
caso las ecuaciones (6.41) pasarán a ser identidades y obtendremos, 
diferenciando dichas identidades: 


0F¿_ 

ex, 

dx |+ .. 


■±i 
<*»/1 

dyi + . • 


0F„, 

J r 1 

■■+ifc d *“ + 

i*r M 

- dy, -+- . 


<‘*l 

’ a- r i *r 

■•"i 


(6.47) 


Dado que el jacobiauo ( 6 . 42 ) es, por suposición, distinto do cero en 
el punto A/„. dy,.dy„ pueden ser expresadas a partir del siste¬ 

ma lineal (6.47) como funciones lineales de dx,, . . dx„. Si halla¬ 
mos estas expresiones y las ponemos en ( 0 . 46 ). entonces, al reunir en 

la igualdad obtenida los términos que contienen dx¡ .d,r„, 

obtendremos 

A^áxi + ■ • • + A n dx n = 0 , ( 6 . 48 ) 

donde A¡, . . ., A n denotan ciertas funciones racionales de las deri¬ 
vadas parciales l, F¡, . . ., F„, en el punto A/„. Por cuanto en la 
igualdad (6.48) figuran sólo las diferenciales de las variables indepen¬ 
dientes, de esta igualdad concluimos que 4, = 0, . . ., A„ — 0. 
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Adjuntando a las igualdades mencionadas m condiciones do conexión 
((i.41). obtendremos condiciones necesarias de existencia do un oxtre¬ 
mo condicionado de la función (6.40), al haber las conexiones (0.41), 
en la forma 

A , “ 0. . . .. A„ - 0. /', = 0. F m - 0. (6.49) 

Las igualdades (6.49) son un sistema de m n ecuaciones para deter¬ 
minar m -j n coordenadas del punto de extrorao eventual. 

2. Método de multiplicadores indeterminados de Lagrange. 
Exponiendo el método de buscar los puntos de extremo condicionado 
eventual, hemos perturbado la simetría con relación a las variables 
¡r,, ... x„, y¡, . . >J m - l na parte de estas variables, x¡, , . 

se consideraban como independientes; las demás variables, como fun¬ 
ciones de dichas variables En una serie de los casos oslo complica 
los cálculos. Lagrangc propuso un método que simétrica el papel de 
las variables. 151 presente punto i-sl.i dedicado a la exposición do esto 
método Multipliquemos las igualdades (6.47) por los factores cons¬ 
tantes arbitrarios Xj. . .. X„, (por ahora iiidelorniinados), respec¬ 

tiva mente. Sumemos término a término la igualdad (6.46) mil las 
igualdades obtenidas como resultado de la multiplicación. De resul¬ 
tas se obtiene la igualdad siguiente: 


s -*.- 




- di/,, r- (J, (6.50) 


donde el símbolo ')' u,. . j„. . ., ¡i,„) designa la función 

siguiente 


v - / - >-,r, I • . I \mr m . (6.51) 


Eli lo ulterior llamaremos esta función función de ¡.agrande. Conside¬ 
rando que para las funciones (6.41) están cumplidas las condiciones 
enunciadas en el punto antecedente y que la función (6 40) esdife- 
rciioinble, elijamos los factores X,. . X,„ do modo que se verifi¬ 

quen las igualdades 


r)M' 

•’y. 


o. 



(0.52) 


Esto puede realizarse a cieiuia cierta, pues las igualdades (6.52) con¬ 
ducen a un sistema lineal 


"/ 

ÓlJl 

+ X | 

a/-, 

■>«1 r 


9 F m 

dy. 

*1 

"<Jm 

+ X , 

¿V. 

• * + 

SF,„ 

¿y», 


u-r ,»2 
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cuyo determinante (jacobiano (0.42)) es distinto de cero. En virtud 
de (as igualdades (0.52). la igualdad (0.5tl) toma la forma 



da-, + 



,U„ = 0. 


(6.53) 


Bajo las suposiciones admitidas inás arriba las variables i,. , x„ 

son independientes, razón por la cual do la igualdad (6.53) deducimos 
que 


O'V 

"x, 



-= 0 . 


(0.54) 


Al adjuntar a las ecuaciones (0.52) j |0 5¡) las condiciones de cone- 
xi iíii (0.41), obtendremos un sistema de n - 2 m ecuaciones 


oV 


« 0. 


ÓV 


0, -í* ~0. 


d* t -'•••• d,„ 0 </, 

F,-r 0 . 


oV_ 

<J‘Jm 




(0.55) 


para dolerminur n + m coordenadas de los puntos de extremo condi¬ 
cionado eventual y m factores X,.X,„. lili la práctica, al reali¬ 

zar este método, se procede del modo siguiente. Se forma la función 
de Lagrange (0.51) y se hallan para esta Junción loa puntos de extraño 
Incondicional eventual. Con el fin de excluir los factores X,. . ., X,„. 

so atraen las condiciones de conexión (0.41). liste camino de buscar 
los puntos de extremo condicionado eventual es legítimo, pues con¬ 
duce precisamente al sistema de n -|- 2m ec uaciones (15.55). Más abajo, 
en el p. 4. veremos un ejemplo de npiiracióu del método de multi¬ 
plicadores de Lagrange. 

3. Condiciones suficientes. En este punto examinaremos uno do 
los procedimientos de análisis adicional délos puntos de extremo con¬ 
dicionado eventual. Supongamos que en el punto Xl B se cumplen las 
condiciones necesarias de extremo (6.35) Además, exijamos comple¬ 
mentariamente que las funciones (6.40) y (6 41) sean dos veces diíe- 
renciables en un entorno del punto M„ y que sean continuas todas las 
derivadas parciales de segundo orden en el propio punto Al„. La cons¬ 
trucción de la función de Lagrange (0.51) sugiere, evidentemente, 
que, al haber los conexiones- (C.41). los extremos de la funcióu (6.40) 
y do la función de Lagrange coinciden *). Pero, en tal caso, de los 
resultados del ¡j 15, cap. 5 se desprende que para obtener una condi¬ 
ción suficiente de extremo de la función (6.40) cu el punto .1/ 0 en 
presencia de las conexiones (6.41). se debe adjuntar a las condiciones 
(0.55) el requisito de que tP'K sea de signo definido en este punía K ilion- 


*) Esto se deduce de que. al haber las conexiones- (0.41). la -tifcrenria 
j (ji/) -- ttM„) comriíle con la «lifmvncia 4* rl/i — *l r ( Sl D ) 
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ces, «lo conformidad con los resultados del párrafo 0, cap. 5, podemos 
consta lar un mínimo en el punto A/„, siempre que. al lialier las co¬ 
nexiones (0.41). d''l' | « >0. y nn máximo, si rf-'l' Im, <0. De¬ 
mos a conocer algunas observaciones más de carácter práctico. Note¬ 
mos. ante todo, que lu segunda diferencial iP'Y puede calcularse en el 
punto dado M„de extremo eventual, como si fueran independientes todas 

las variables r„ . . , x„, y . . Efectivamente, la segunda 

diferencial d*'F de lu función V no posee, por regla general, la pro¬ 
piedad de invariación de la forma y tendría que definirse, consideran¬ 
do la dependencia entre y, . y m y x, . x„. mediante la 

igualdad 

d 2ip. (ífa.-A- I- ... *-d*«-4r-dy t -£ r + ...+dy 


-r-g^'+- 


•5=) T + 

+ -7T~ dfyin¬ 


tuí 


l’ero. en el punto de extremo eventual l/„ se verifican las igualdades 


4* .». £L-o. 

0y x dpm 


do modo que so define* modín lite la misma fórmula 

...-ydx a -±- t 

... +rií/ .„_^_)^K (0.50) 

que se emplea cuando todas las variables x. . . , x„, y, . y„, 

se consideran independientes. Notemos, luego, que cuanto su nece¬ 
sita establecer tiene o no signo definido d 2 V soló en presencia de las 
conexiones (0.41), al realizar los cálculos, en la fórmula (0.50) para 
d ¿ 'Y hay que sustituir di/,. . . . dy,„ por sus valores definidos a par 
til- del sistema (0.47). A continuación, hay que estudiar la cuestión 
do es o no de signo definido en el punto dado A/„ la diferencial d :, ! f . 
Ahora podemos examinar un ejemplo. 


Ejemplo. 

Supongamos que lioin 

OS 

de hallar 

los va loros 

m.ivitno y mínimo de un determinante 






a i yi ■■■ 

V 




\ y 

Jt Vi - - - 

sJ 

> 

ltí.57) 



x„ l/u ■ ■ ■ 

*n 



conociendo la 

suma de 

cuadrados 

de los e 

U'iuoiitos de 

cada fila de 

este dpterminanle. 

El 

problema 

consisto 011 






276 


Gap. 6. Teoría de las funcionas implícitas 


hallar las valores extremos de una función de »* variables (0.57), al 
haber las siguientes « condiciones de conexión *): 


[*!+?!+ 

•+*í~ V 

^ + yl+- 

• + A - ú s , 

a-í+v5+ - 

• + z n -' b„ 


donde h,.h t . . son unos números positivos dado» **). Para re¬ 
solver el problema planteado, veamos y resolvamos un problema más 
simple. En el paulo extrernal del determinante (6.57). fijemos los ele¬ 
mentos de todas las filas, a excepción de la k-ésima fila. Eli este caso el 
determinante (6.57) puede considerarse como función de n variables 
x,„ i/!,. . . ., z*. La expresión explícita de esta función puede obtener- 
so desarrollando el determinaide según los elementos de la /.ésima 
fila: 

A r y k Yti t • • - (6.5M) 

Aqiii. con Xi.. V*./£« están designados los complementos alge¬ 

braicos do las demonios correspondientes x k . y k , ■ . .. z h . l’nr cuan¬ 
to los elementos do todas los filas del determinante, salvo la /r-ósim.i, 
están fijos on el punto extremal. los complementos X h , Y,,. - . 7,, 

Í uedcii considerarse como números constantes. Veamos un problema 
e búsqueda do los extremos de la función (6.59). al haber una sota 
condición de conexión ***) 

xg i yg ■' ... I- zg .= h h . 10 601 

Para resolver este problema, formemos una función de L.igrange 

V ' x h X k + .Va)'* + • • • * z k Z k •' >. (r* !- y* I- . . . 

... + »* — h k ). td.tll) 

y resolvemos para dicha función la cuestión de extremo incondicio¬ 
nal De las condiciones 

.gL-x, + »*-o. 


Y k +2Xy k = 0 .-jjj' =Z h + 2\z k = 0 

encontramos las coordenadas del punto de extremo eventual 


x » í —fx~- »»*•*—r. z * -%:■ < 6 - ,i2 > 

•) El problema de existencia de los valores extremos no da lugai a dudas, 
pues la función (6.57) es una función continua de sus n= variable» sobre un con 
junio cerrado (6.58) 

**1 Omitimos un caso Irivial cuando por lo menos uno de los números A t , 
h ¡. .. ,,h n es igual a cero. En este ca«o ol determinante (6.57) es idónlicamenie 
igual a cero. 

**•) A titulo de oslo condición lomamo» la k -ésima de las condiciones (6.58i 
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El factor constante X se excluye fácilmente «le la comlición «le cone¬ 
xión (6.60). De esta condición encontramos «los valores: 

(En este caso omitimos «lo nuevo el caso trivial cuando todos los 
X*. > r |„ . . Z fc son nulos, pues en este caso el determinante (6.511) 
es idénticamente igual a coro.) 

De este modo, obtenemos dos puntos de extremo eventual: 



Demostremos (|iie en el punto M, so realiza el mínimo condicionado, 
y en el ,W„ el máximo condicionado. Con este fin, calculemos la se¬ 
gunda diferencial tf-'l' «le la función de Lagninge (6.61). Es fácil ver 
que 

rf“F - 2X 1^,.)* (dv t ) 8 h ■ • ■ -t- < dz *V i ). 


De la ultima formula se deduce que d ¡ 'V es una furnia cuadrática de¬ 
finida positiva pura X X, >0 (es decir, en el punto !/,). y defini¬ 
da negativa, para X <0 (es decir, en oí punto M.¿). Así, pues 
la función (6.59) tiene, al babor la conexión (0.61)) mínimo condicio¬ 
nado en el punto .1/, y máximo condicionado en el punto A/,. Sin 
calcular los valores máximo y mínimo de la función (6 59). ni haber 
la condición (li.liO), notemos que en un punto, dundo se alcalizan di¬ 
chos valores, se verifican Jas igualdades (6.62), y, por consiguiente, 
son también válidas las igualdades 


■*«. y* _ 

Tí» > k 


Jk_ 
Z* • 


(Ü.lvl) 


Volvamos nhora al cálculo de los valores extremos del determinante 
(6.57) al haber n conexiones (6.58). Conservando el soiitido de las 
designaciones admitidas X*. Y k , . .. Z h , de acuerdo con la propie¬ 
dad conocida del determinante, podemos escribir para todo i distin¬ 
to de h 

z,X h |- y,Y\ h . . I- z,Z» = 0 (¡ ■/= X). (11.64) 

De las igualdades (6.63) y (6,64) encontramos que 

x¡x k + y,y k . -I- 2/Z» ■=■ 0 (para i ^ k) («.65) 


Las igualdades (6.58) y (6.65) y la regla de multiplicación do los de¬ 
terminantes permiten concluir que, al multiplicar el determinante 
A por si mismo, se obtiene un determinante cuyos elementos son todos 
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igual os a cero, a excepción de ios elementos de la diagonal principal, 

los cuales son iguales a A,. h¡. . h„, respectivamente, be 

osle modo, 

A-A — A 3 - /»,*. . h„. 

l J or consiguiente, los valores máximo j mínimo de la magnitud del 
deter miiiaiilc (ti.. r )7 ). ni sub sistir las co ndiciones ((i.58), son iguales a 
-¡ l .../»„ y — V h,k. . . /í„, respis:ti\ amente. De esto 

modo se obtiene que 

| A | - Yh t h x 

o bien 

I A | ^ V (*;+ ...+*?)(**+ . + s *). (ü (IB) 

La última desigualdad, válida pam un determinante arbitrario (ti.57), 
so llama desigualdad de Hadamard *) 

cuímiuivacian Cuando n — 3. la desigualdad do Hadamiird (li.llli) 
admito una interpretación geométrica simple. En este caso | A | 
es el volumen de un paralelepípedo construido sobre los segmentos 
O A |. O.l , y 0.1 ., que unen el origen de coordenadas O con los punios 
.1, t.i|. Ut- z i). -d j t-Tj, ¡)j, z t ), A, í¡r,. y,. z„). La desigualdad (fi.Blí) 
afirnm que de todos los paralelepípedos, cuyas aristas tienen longi¬ 
tud dada, el volumen máximo lo tiene un paralelepípedo rectangular. 


Complemento 

Cambio do variables 

Un el análisis j en oíros apartados de las niatrmálkns se eiuiientru «n 
problema do cambio de variables. Este problema consiste en lo siguiente. Su¬ 
pónganlos dada una expresión 


. i .<» ./j v 

('•* 57- -)• 


(« 07) 


que contiene la» variables independientes i. ¡,. una funrióu s ■= z (r. y) y las 
derivadas parciales de la misma. Lio lugar de las variables independiente» i, y 
y de la función z z (x. y) se introducen nuevas variables independientes n. ,> 
y una nueva función u — ir (u, r), ron la partiridaridad do que vienen dudas 
unas relaciones por cuyo intermedio o, o y •< se expresan en términos do i, 1 / 
y a: 


“ = fta. V, XI. 1 

e—lfto-, y, í). I (O ta, 

“’=■ X li. ». s). J 


¡se requiere transformar la expresión (Ü.ti7) respecto de las variables nuevas «, 
r y u Tin este caso supondremos que las funciones (ti (J8i son diferencialdes un 


*1 ,T, IJadamnnl (1805—1303). inaleniático francés. 
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nú miso •inficiente de vclrs y que el Málema (6.68) puede ser r«!dU»dt<> respecto de 
r, v y z. mientras que las primera*- do* ecuaciones on (6 681 se resuelven respecto 
de re y 

fs ovi deule que para resol wt el problema planteado, basta expresar las 

derivadas 4^* . 4^« . en término» de u «», ir, -r—-, ——.Señalemos 

t)x ay a II w 

como se puede hacerlo. 

Teniendo presente que z — z ir, y», y *r — w (u, oí, escribamos las primeras 
diferenciales do las funciones ( 6 . 681 . Obtendremos 

iz + 

+ ■?*+■£(£*+&*)• < on9 > 



+■£*-* 

«2 ( 
dz \ 

<h , , iis . \ 

ni 1 ” '■ ^r rf “) • 

(0.70) 

. . dw 

llW A.- •** dr-~^2.d„ 

ÜL 


' — \ du 

16 711 

<iu> — —— du -* 
du 

—— o«;«- —— ax-'r -t* ay- 
•lo dx dy 

r 77 

V OI rf 

' du 1 

i".«ii 


Inm-liMciulo en (ti.71 1 du y d¡ iloUtnniUuliL, por |n« lúminla.-. (O.IIÜ) y («>.70>, 
o .u-11.1 I.iikIo lo. cnoHeienlt^ tle dr y dtj, ntili'mln-nins nn sittmht de dos ociiíictoni'S 


du■ i í<p jüt OL 1 j Üí. f -íí. i '1L \ '!L ÜL. 

i)ll L d* ’ dz tu \ du L 0¡ dz di J dj 1 lis dz ■ 1 

.-ii-ill i _¿2.fi£ , , '3. O. ( 

Olí L d!j 1 ilt ,I|( J «f L <”l di lili i dfi .1; .1 j ’ ) 


4i parlir (leí cual se esprcwn «na I.tciJulutl 


ií. v —• 

dx ‘ du ' 



•fie 

iSL i 

<kv 


-2, 

üz 

tiU 

l/X 

0v 

dx 

dx 

JX 

•he 

Of , 

too 

<* 

01 


ilu 

~dz h 

dv 

dz 

’ dz 


•he 

Ü • 

dw 

¿"í 

ÜL 

dz 

do 

d'J 

dv 

d'l ' 

Ou 

dy ~ 

"U’_ 

*£.4 

dw 


l!L 


du 

dZ 

dv 

ÜZ 

di 


1.1 expresión (0.67) depende también de las derivada» parciales «le acumulo 
orden, jvim dotevmirwir estos ultimas on términos de ln» derivadas parciales de 
ir respecto de u y v, se debo escribir las primera» diferencíale» de las derivadas 
de primor orden ya calculada». 

OUSKUVACIÓN i l)o un modo análogo se realira el cambio de la» variables 
cuando Jus variable* anlifjua** están asociadas con las nuevas no medí míe las 
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relacione* íO.68), sino mediante las relaciones implícitas de la forma*) 


<l>¿ (u, V, W, x, y. s) = 0, ^ 

d» 2 íu, o, iv. ir. y, =i = 0. > |8.72> 

<D a (u, i», ir. x, y, *1 — 0. J 


OBSERVACIÓN 2 Nos liemos limitado al caso «le dos variables independien¬ 
tes sólo pora abreviar Jas notaciones El método aducido es aplicable para el 
caso do cualquier número de variables independientes (y. en particular, para el 
de una variable independiente.) 

ejemplo. Sea z uno función de las vunubles x o y. Transfórmese una 
expresión**) 


/■ 


A z 


tfiz 

<>x* 


0*s_ 

dy* 


respecto de lu» coordenadas polares u y v: 

x ■*= m eos t*\ i/ -* 4 «Wl o. 

Advirtamos que en el ejemplo dado se robliza solo el cambio de las varia¬ 
bles independientes La función z sigue invariable. De i15.73i se desprende cine 

dr == eos v du — h son r dv. dy *- sen v rtu -f- u eos v dr 

por lo cual, do las rol.icioues 


, Oz . , di . ii« , os 

lis —. —¡— dx -\—-— ihf —— du - i ib 

0 x r Oy du 9v 


— (eos v du —u sen o do) -|- (sen v du ' u eos i di ) — ~- du - di. 

Oy du di 

Igualando los coeficientes de du y du, encontramos 


De aqui 


*i* , m 

-eos v -f- —— sen v 

ox dy 


oz 

du * 


Oz ds Oz 

-r-usont-- — wti-M» -. 

Ox dy th> 


«)* 

Oz 

i 


di 

= eos V — 


sen o 


OZ 

OH 

u 

dv 

oz 

Os 

, i 

A» a. 

os 

Oy ’ S€ 

du 


013 V 

OO 


(0.74) 


Hallemos ahora 


<**i 0 *¡ 0 ( Ox ) 

-¿-f. Por cuanto - - - 


de la primera formula 


*) Se admito, por supuesto, la resoJubiloinri tanto respecto do w. c y ti t 
como también respecto de x. y y a. 

**) Lo expresión citada so llama operador de Lnplace. Esta desempeña un 
papel importante en las matemáticas y en sus aplicaciones. P. $. Lnplace Í1719 — 
1827), matemático, físico y astrónomo francés. 
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(8.74) encontramos 
0% 


d't 

~3ÍT 


•te) 


■(-£-) 


0* 


-— scni» 


■(t) 

0i» 


d r tí* i ji i i <» r d* i i 

= es p — [eos o sen O •—J - - sen o -gj- [ eos o --sen o — J . 


Después de los cálculos obtenemos 

O s 2 „ d s z 2 d*s 

—- = cos*e—-r-sen peí ote—— - 

,iz* du" u au av 


t . d>x , 1 , «a . 2 Oí 

-f -i- sen* V -rr-r H-sen 1 u -r— -—r sen o eos v ——. 

' »* de* ' u ilu u* av 


Análogamente, de la segunda fórmula (6.74), obtenemos 

«%•(*) -<■£■) ,. •(*■) 

~á^T 3» " “ iu *■ *7" «oso , 


- sen 1 v - i --sen a eos o . , 

On" u du va 


i )»a ,1 , 0'¡ 

^—I- Cus* o — 

u* do* 


I . .<* 2 

— — eos’ o —-i- scu o eos o 

1 M |>U H* 


.<« 

“■ 


De este modo, en las coordenadas polares u y o el operador de Lnplnce 
A» = tiene por expresión 


Capítulo 7 


ALGUNAS APLICACIONES GEOMÉTRICAS DEL 
CALCULO DIFERENCIAL 


$ I. Envolvente y curva discriminante de una familia 
mnnoparainétrica de curvas planas 

I. Observaciones preliminares. Definiremos las curvas planas 
con ayuda de las ecuaciones pura métricas 

x = f (cc). </ — >| (a). (7.1) 

donde ot es un parámetro, o bien con ayuda de las ecuaciones de la 
(orina 

F (i-, y) <t. tí.2) 

lili lo que si ¡pie más abajo nos liarán falta los conceptos do puntos 
ordinario y singular do una curva. 

Su pongamos que mu curva /. se define mediante las ecuaciones 
paramétikas (7.1), con la particularidad de que las funcionas r -- 
<1 (a) o U -r i|- (a) Ueiion. para o. a„, derivadas continuas Cu 
punto .l/ n (ay y„) de la curva ¿. royas coordenadas r 0 c son igua¬ 
les a <(/ (a„) y i|- (a„). respectivamente, se llamará ordinario si 

<r‘ 3 (cc„) — V J |7..'l) 

En camino, si para a — a 0 . se verifica la relación 

<p' 5 t«o> H- 2 (<*«) - (•. (7. i) 

el punto :l/„ se llamará punto singular de ia curva L. 

Supongamos que la curva /. se define mediante la ecuación (7.2). 
con la particularidad de que lu función F {x, y) es diferenciahle en 
cierto entorno del punto AÍ 0 (x B . )j a ) de esta curva y tiene en el mismo 
derivadas parciales continuas respecto de x e y. El punto .1/,, (ay 
y„) se llamará punto ordinario de la curva /. si en este punto se verifica 
una relación *) 

F? H- F'i =f= ti. (7.5) 

Si, en cambio, en el punto ,V/ e se verifica la relación 

fí , r; - o, (7.0) 

llamaremos 4/ 0 punto singular de la curva L. Cerciorémonos de que 
si el punto M 0 de la curva L es ordinario, en cierto entorno de este punto 
la curva L es o bien la gráfica de cierta función diferericiable y f Ix), 
o bien la gráfica de cierta función diferenciahle x — g (y). Jilee ti va - 

*) Los conceptos de puntos ordinario y singular para la curva (7.2) ya 
fueron introducidos en el p. 3. I 2, cap. U. 
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mente. supongamos que la curva /, se define mediante las ecuaciones 
paramétricas (7.1), y, además, queda cumplida la condición (7.3). 
líe la continuidad do las derivadas <p' (a) y (a) para a = a, y de 
la condición (7.3) se deduce que on cierto entorno de a„ al menos una 
do estas derivadas, por ejemplo, <p' (a), no es nula. Entonces, la fun¬ 
ción j — q> (a) es en el citado enlomo diferenciadle y estrictamente 
monótona. Bajo estas condiciones existe una función inversa diferen¬ 
ciadle monótona « — q" 1 (j-). Poniendo esta función on la expresión 
y ij. (a), nos convencemos de que la curva L es en cierto entorno 
dol punto M a la gráfica de la función diferenciadle y = f (z) - 
— i|’ Iqr* (¡r)l. La validez de la afirmación enunciada para el caso 
en que la curva se defino con ayuda do la ecuación (7.2) so infiere de 
que en el entorno de un punto ordinario sudsiste el teorema C.l sobre 
las funciones implícitas y, poroso, el tramo de la curva adyacente a 
mi punto ordinario es la gráfico de la función diferenciadle y - 

f Ir) o de la función g (y). 

OÍISIiH VACION i En geometría el paulo M „ «le la curva l. so denomina ordi¬ 
nario «i rn cierto enlomo do osle punto la curva I. es la gráfica do ciarla función 
d iteróla indio, j singular, si en cualquier ontomo do oslo punió la curva l. no 
puede ser representada en forma de la gráfica de una función diferenciadle, lie¬ 
mos vislo que un punto da la mrva ordinario según nuestra definió,ión, lo 
será laminen desde el punió de vista geométrico Pueden aducirse ejemplos, 
i liando un punto de la curva, singular según nuestra definición, será ordinario 
desdo el punió de vista geomélrno. Do este modo, nuestra definición de punto 
ordinario es más estrecha que la definición geométrico, poro más cómoda en las 
aplicaciones. 

Introduzcamos aliorit el concepto de tangencia de las curvas L, 
y l-i en su punto común Diremos que las curvas L, y /,¡ son tan¬ 
gentes en su punto común M„, si ambas curvas tienen tangentes en el 
punto \I„ y estas tangentes coinciden. 

En miela ule nos liará falta la condición de Ianuencia de (los curvas 
/-, \ 

Supongamos que la curva se define por la ecuación (7.1), y la 
curva L t . por la (7.2), siendo M„lx„.y 0 ) el punto común de dichas 
curvas (con la particularidad deque las coordenadas x „e y„ correspon¬ 
den al valor a — ct„ dol parámetro a). Convengamos en considerar 
que el punto A/ 0 es punto ordinaria de las curvas /y, y f.¡ y que estas 
curvas son tangentes en el punto l/„. Entonces, las citadas curvas re- 
prosentan en el entorno de l/„ las gráficas de unas funciones diferen¬ 
ciadles Consideraremos, para concretar, que £, y i, son las gráficas 
de las funciones y • /, (z) e y — /- (x). I’uesto que. por hipótesis, 
las curvas L , y /, 2 son tangentes en el punto M „ U „, y„). los coefi¬ 
cientes angulares de las tangentes en Af„ a las gráficas de las funcio¬ 
nes /, (*) y /. (.r) son iguales, es decir. 

¡i (*«> -= ti (*•)• 


|7.7) 
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trayectorias posibles de una partícula material en un campo dado de 
fuerzas; en geometría, las familias de tangentes a las curvas. Uno de 
los métodos posibles de definir las familias do líneas do tal género con¬ 
siste en lo siguiente. Se toma una función F (x, y. a) de tres variables 



Fl*. 7.1 Flg. 7.2 


a, y, 7 y para cada valor del parámetro a del conjunto dado (aj *) 
se define una curva de la familia mediante la ecuación 

A' (r. y, al - 0. (7.12) 

Diremos que la relación (7.12) dofiue una lamilla mnmtparamc- 
tricn tic curvan planas. Llamaremos el parámetro a parámetro de la fa¬ 
milia 

Veamos los ejemplos de familias monoparaniétrirns de curvas 
planas 

I o La ecuación i/ — (x — a) : — 0 define una familia do parábo¬ 
las que so obtienen desplazando a lo largo do! eje Or de la parábola 
y — a- ■“ 0 (fig. 7.1). 

2\ La ecuación (y — ct)‘ — (x — a ) 3 = 0 define una familia de 
parábolas semicúbicas que se obtienen desplazando a lo largo do la bi¬ 
sectriz del primer ángulo coordenado de una parábola semictíbica 
'/ -- J (fig- 7.2). 

Supongamos que la función F (x. y, a) es diforenciable en el do¬ 
minio de su definición. En este caso podemos introducir la noción de 
punto característico de la familia de curvas definida mediante la re¬ 
lación (7.12). Un punto 1 f (x. y) se denomina punto característico 


i Fl conjunto jai roprp-^nLi. cnmpntprnenlc, un intervalo. 
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de Ja familia «le curvas (7.12), correspondiente al valor «lado a «iol 
parámetro de la familia, si las coordenadas x e y de este punto satis- 
lacen un sistema de ecuaciones 

F (x, y, a)~0. 

F'a. (x, y, a).- 0- 

lie a«|iií la interpretación geométrica del punto característico de la 
familia de curvas (7 12). Para simplificar, limitémonos al caso en 
qu« cualesquiera «los curvas «le la familia se intersecan *). Sean 


(7.13) 




rig. 7.4 

/ y dos curvas de la familia (7.12). correspondientes a los 

valore*' del parámetro a y « -i Aa (íiií- 7.3). Las coordenadas del 
punto .V de su intersección satisfacen el siguiente sistema de C(uaeio 
nes: 

F (j. ij. a) ’ 0. F (x. y. a Aa) = H 
o bien un sistema equivalente 


F (x. y, a) - 0. 
fp, y, g-HAa ) — !'<*. y. ■») _ .. 

Aa 

Si Aa — 0, el punto A', dispuesto en la corva F (a. y. cc) =- 0, tiende, 
en el caso general, hacia cierto punto M en esta curva. Por cuanto 
.. F(i, p, a+ Aa) — P(x , y, a) ^ ^ a ), Jascoordonadasdel punto 

. q ct A 

JlTsatisfaceii las ocuaciones (7.13). por lo «nal el punto M os punto «ca¬ 
racterístico de una curva do la familia. Así. pues, el punto caracterís¬ 
tico de una curva dada es un punto que sirve de limite, para -r 
o, de los puntos <le intersección de la curva dada con la curva 
i,..., próxima a ella. 

3 Envolvente y curva discriminante de una familia monopara- 
métrica de curvas planas. Supongamos que una familia monopara- 


*) Existen familias de curvas en que (tos curvas cualesquiera no so inter¬ 
secan. Como ejemplo de la) familia puede servo- uno familia de parábolas ileli- 
niilas medíame la ecuación y — (x — a'* - Ó. 
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métrica de curvas planas se define mediante la relación (7.12). Con¬ 
vengamos en considerar que la función F (x, y, a) es diferenciable 
en el dominio de su definición. Introduzcamos el concepto de envol¬ 
vente de la familia do curvas (7.12). 

Llámase envolvente de la familia monoparamétrica de curva (7.12) 
a una curva O, la cual: 1) en cada uno de sus punios es tangente a una 
sola curva de la familia (7 12), 2) en los puntos distintos es tangente a 
diferentes curvas de la familia citada Razonamientos geométricos ilus¬ 
trativos sugieren que la envolvente es tangente a Tas curvas de la 
familia en los puntos característicos de estas corvas y. por oso, puede 
considerarse, bajo condiciones determinadas, como lugar geométrico 
de puntos característicos de las curvas do la familia. En efecto, sea 
V un punto de tangencia de la envolvente O y la curva L a de la fa¬ 
milia, correspondiente al valor u del parámetro de la familia (fig. 
7.ó), y /', un punto de tangencia do la envolvente Ü y Ja curva 
/,« + *, de la familia, correspondiente al valor a I Aa del parámetro, 
y sea .V el punto do intersección de las curvas L a y ó a+aa . La figura 
7.1 muestra claramente que cuando Aa -r-0. los puntos I’ y ¿V Ron¬ 
den al punto M, es decir, la envolvente O es tangente a la curva L„ 
precisamente en el punto característico M de esta curva. 

1,1,uñaremos curva discriminante do la familia de cursas (7.12) 
a un lugar geométrico de puntos característicos do las curvas de esta 
familia. Aclaremos en qué condiciones una curva discriminante es 
envolvente. Demostremos previamente el lema siguiente. 

Lema. Sea t/„ (i„. i/ 0 ) un punto característico de la familia 
/•’ (a , y a) — 0. coi respondiente aI valor a„ del parámetro de la 
familia Supongamos también que las funcioius F (.r, ;/, a) y 
F' a (i, y, a) son diferenciables en cierto entorno del punto u„. y„, a,) 
y que las derivadas parciales de estas funciones respecto de x e y son con¬ 
tinuas en el propio punto (r 0 . ?/„, a„). Entonces, vi en el punto lx„. 

a„) el facobiano r> ^ '¡j- ' es distinto de cero, la curva discriminante 

que pasa por M 0 puede ser definida en cierto enlomo de este punto 
mediante las ecuaciones paramétricas x — q (a) c y - q |a). donde 
q (a) y i)> (a) son unas funciones diferenciables en cía la enlomo de a„ 
de la función. 

oemosthación l’or cuanto M„ (r,. i/„) es un punto curarlerislico 
de la curva de lo familia, correspondiente al valor a„ del parámetro 
de la familia, entonces ’F tx„. a„) = 0 y F a (z„, y„, a„) - 0, 
V, por eso. en virtud del lema, el sistema de ecuaciones (7.12) que 
define los puntos característicos de las curvas de la familia, satisface 
todas las exigencias dol teorema (i.2 do resolubilidad del sistema de 
ecuaciones respecto de i e y. Por consiguiente, en cierto entorno del 
punto ce„ están definidas dos funciones 


i — q tal, y - if (a). 


(7.14) 
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que constituyen una única solución, continua y (Uferencial)le, del 
sistema (7.13). Una curva, definida mediante las ecuaciones para- 
métricas (7.14), so compone de los puntos característicos y es, por 
eso, curva discriminante de la familia que pasa por el p_unto ,U 0 . 
Advirtamos que. siendo única la solución del sistema (i.I.j). los 
puntos diferentes do la curva discriminante definida mediante las 
ecuaciones paramétricas (7.54) son punios característicos de as 
diferentes curvas de la familia (7.12). Demos a conocer, ahora, las 
condiciones complementarias cuyo cumplimiento asegura quo una 
curva discriminante que pasa por el ponto .1/,,. sea envolvente en 
cierto entorno de este ponto. 

Teorema 7.1. Supongamos que. ademas de las condiciones enuncia¬ 
das en el lema. Se cumplen las condiciones siguientes: 1) i n cierto enlamo 

del punió (r,„ y„. a„) las derivadas F\. P¿. /•'<«. /’«* !l f«a » 

continuas; 2) en el punto (i 0 . y 0 . a 0 ) se cerifican las relaciones /\, , 

+ F? i 0. F'y -f- 0. Entonces, una curra discriminante que pasa par 
el punto característico ,l/„ (*„, y«l es en cierto entorno de este punto 
una envolvente de la familia de curias en consideración. 

DEMOsim ACION' 5 a nos liemos convencido de que cierto tramo 
de la curva discriminante que pasa por el punto A7 „ puedo ser defi¬ 
nido, bajo las condiciones formuladas, medíanle las ecuaciones para- 
métricas (7.14) que constituyen la solución del sisloma tr. 13). 
Pongamos estu solución en las ocuacioues (7.13) y diferenciemos 
respecto de a las identidades obtenidas F p, ¡i, i) «O y la. y, 
•x) ■■(> Obtendremos 




rt'i 


v Ja 




d'J 


«V Tu 1 


( 7 . 1 . 


-’im 

l'or cuanto F’ a sa 0. la primera relación de (7.15) toma una forma 

p- cu Jll. e i) 

tx da da 


Vemos que en lodo punto de la curva discriminante que se considera 
se cumple la condición de tangencia (7.11) do esta curva y de la 
correspondiente curva de la familia Por eso. en Virtud de la observa¬ 
ción 2 do! p 1, para dar por terminada la demostración del teorema, 
basta establecer que cada punto característico do la curva de la lami¬ 
lla dispuesto en cierto entorno del punto lí„ y cada punto de la curva 
discriminante en este entorno son ordinarios. Por hipótesis del teo¬ 
rema. en el punto (*„, y n , a 0 ) ** cumple lo relación F x 1- h„ 1- 0. 
la cual se cumplirá también, en virtud de que las derivadas parciales 
f x y p son continuas, un cierto enlomo fiel punto mencionado, lor 
consiguiente, en este entorno todos los puntos característicos tío las 
curvas de la familia son ordinario* De la relación ^aa ' ivalioa 
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en virtud ile que esta derivada es continua en cierto entorno del punto 
(x a . t/ 0 . a 0 )) y de la segunda identidad (7.15) se deduce que en el 

citado entorno las derivadas ~ y no se anulan simultáneamente *). 

da. J da 

De este modo, todos los puntos de la curva discriminante en cierto 
entorno de ¡\í„ son ordinarios. Del lema que acabamos do demostrar 
también se deduce que diferentes puntos de la curva discriminante 
son puntos característicos de las distintas curvas de la familia. El 
teorema está demostrado. 

observación i Los razonamientos aducidos al demostrar el 
teorema muestran que en el caso en que quedan cumplidas solamente 
las condiciones del lema, en cada punto de la curva discriminante se 
cumple la condición de tangencia de esta curva y de la curva de la 
familia. Ya se ha notado (véase observación 2, p. 1) que la condición 
de tangencia se cumple también cuando el punto común de dos curvas 
es un punto singular por lo menos do una do ellas. De aquí se des¬ 
prendo que la curva discriminante puedo ser un lugar geométrico de 
puntos singulares de las curvas de la familia (si en cada punto carac¬ 
terístico se cumple la condición A** + F' v ‘ «= 0). Indiquemos que In 
propia curva discriminante también puedo tener puntos singulares 
(si son simultáneamente iguales a cero). 

Observación 2 . El teorema 7.1 puede interpretarse en el lenguaje 
geométrico riel modo siguiente. Si todas las curvas de la familia y la 
curi a discriminante no tienen /¡untos singulares, la citada curva dis¬ 
criminante es una envolvente. 

Veamos algunos ejemplos. 

!' Hállese la curva discriminante de una familia y — te — o) 3 = 

■- 0. 

Tenemos F (x , y. a) »- (x — a) 5 , F' a te, y, a) = 2 (i — a). 
De este modo, el sistema (7.3) tiene por expresión 

y _ (* _ a )J _= 0 . 2 (x — a) »* 0 . 

De aquí se deduce que los puntos característicos tienen por coorde¬ 
nadas (a, 0) (véase fig. 7,1). Por oso. la curva discriminante so define 
mediante las ecuaciones paramétricas 

x = a. y = 0. 

Luego, se tiene F¿ — — 2 u — a), F' v = 1. En los puntos de la 
curva discriminante F'* -I- F' y ! — I. Además, F~ aa — —2=^0. De 


*) l.a continuidad de estas derivadas se infiere inmediatamente de la 
continuidad de los derivadas F¿. F¡¡. Fá*. Fon. y y de las relaciones (7.15), 
a partir de las cuales las derivadas^ y ^ pueden hallarse por el método alge¬ 
braico. 


Va ia-sc,2 
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este modo, la curva discriminante está representada por el eje Ox 
que es la envolvente. 

2°. Hállese la curva discriminante de una familia (y — a) 2 — 
— (x — a) 3 = 0. Tenemos: F (z, p, a.) — (p — a) 2 — (x — a) 3 , 
F' a (z, y, a) — —2 (p — a) -t- 3 (z — a) 2 . El sistema (7.13) tiene 
por expresión 

(p — a) 2 — (x — a) 3 = 0, — 2 (p — <*) 4- 3 (z — a) ! =» O. 

De aquí proviene que la curva discriminante consiste en dos líneas 
rectas, definidas mediante las ecuaciones parametricas 

* = *• p = a y *=£ + *• p=^+a 

(véase fig. 7.2). Es fácil convencerse de que en los puntos de la recta 
x “ a, y = a se cumple la condición F'j + F‘¿ = 0, es decir, esta 
parte de la curva discriminante es un lugar geométrico de puntos 
singulares de las curvas de la familia El lector se convencerá fácil- 

mento de que la recta x 

familia de curvas en consideración. 

4. Envolvente y superítete discriminante de una famillia inonoparamétrica 
de superficies. Veamos una familia monoparamólnca de superficies quo se defi¬ 
ne mediante uua ecuación 

F <r, y. a, o) = 0. (7.16) 


Supondremos, además, que la función F [r, y, z, n) es difcronciablc en su domi¬ 
nio de definición, lina línea L en la superficie de la familia (7.10), correspon¬ 
diente al valor a del parámetro de la 


familia, se llama característica si las 
coordenadas de los puntos de esta linea 
satisfacen un sistema de ecuaciones 


- 7 T + a, y — t¡z + a es la envolvente de la 

y ¿i 



F(x, y, z, a)=0, | 


y. *. «> 


= 0 . 


(7.17) 


t n lugar geométrico de los caracterís¬ 
tica* recibe el nombre de superficie 
discriminante de la familia (7.17). 

Llámase envolvente de una lamilla 
monoparamétriea de superíteles (7.16) a una superítete O, tangente a todas 
las superfUtes de la tamilia. 

Podemos demostrar la afirmación siguiente. 

St ninguna de las superficies de una familia ni ¡a superficie discriminante tie¬ 
nen puntos singulares, la citada superficie discriminante es una envolvente. 

Advirtamos quo una superficie discriminante puedo representar ol lugar 
geométrico de puntos singulares de las superficies do la fumín» y puedo de por 
si contar con puntos singulares. 

Veamos ol ejemplo siguionte. Hállese la envolvente de una familia do esferas 
do radio constante fí, cuyos centros se ubican en los puntos do una curva dada 
£•) (la fig. 7.5 muestra uno de semejantes esferas con centro en el punto M 
de la curva L). definida mediante las ecuaciones 

1 = 9 (»)• *«= + {*).*” X (<*>■ 


•) Las envolvontes de semejantes familias de esferas se llaman superficies 
en canal. 
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La familia monoparamótrka de esferas que se considera se define raedianto una 
ecuación: 

Ir - 9 (olí 3 + \y - If (o)P + l« - X (o)P - «* •*) = o. (7.18) 

Las raracterislicas de la familia mencionada de esferas se definen a partir de la 
ecuación 17.18) y de la ecuación 

(r — 9 («11 9' (o) + Iv — t («>1 ♦' (O) + I* — X (0)1 X' («) “ 0. (7-19) 

La ecuación (7.19) expresa un plano que pasa por el centro M de la esfera, 
porpendicularmenle a la tangente a la curva L. Por eso. las características son 
unas circunferencias que constituvon las líneas do intersección de los esferas on 
consideración con los planos (7.19) (véaso fig. 7.5). Notamos quo si /. es una 
circunferencia, la envolvente sera un toro. 


$ 2. Osculación de las curvas planas 

1. Concepto do orden de osculación de las curvas planas. Suponga¬ 
mos quo dos corvas L, y L t se tocan on cierto punto Af„ *) (fig. 7.6). 
Su pongamos también que M es un punto arbitrario cu la tangente 
común a las curvas L, y y A/,. -W, son los puntos do intersección 
con'las curvas &, y L¡ de la perpendicular a la tangente mencionada, 
alzada en el punió M *•) (véase 
fig. 7.0). Diremos que dos curvas 
L¡ // l-i tienen en el punta .1 f„ 
un arden de osculación n si existe 
un límite distinto de cero 


lim 

Al-Mr 

esto 


I i 
I MM, I"*’ 


(7.20) 



(Kn esto caso 11/ 1 .V/. | denota 
ia longitud del segmento 1/,.V/,. 
y | ,IÍW, |. la longitud del seg¬ 
mento ;l/lV/„). 

Observación i Si el límite (7 20) es igual a cero, suele decirse 
que las curvas L, y tienen un orden de osculación superior a n. 

obsjtrvación 2 Si dos curvas £, y L t tienen en el punto ,W„ un 
orden de osculación superior a cualquier n. suele decirse quo tienen 
en dicho punto un orden infinito de osculación. 

ejemplos i*. Las curvas que representan las gráficas de la» fun¬ 
ciones y — J ! o u — '¿x 1 son tangentes en el origen de coordenadas O; 
además, el eje fíx es su tangente común. Al tomar en el eje Ox un 
punto M de abscisa x. obtendremos que | 0.1/ | — | x |, y | M,Xl, | - 

=. | a.” - x 1 1 = 2z 2 


*) Es decir, pasan por el punto M» y tienen en él laúcenles coiuci«lentes. 

•*) be supone en este coso que si el punto \f es Mificion tomen te próximo 
a M 0 , lo perpendicular airada en el punto ,\f a la tangente corta cada una de 
las curvas y L • solamente en un punto. 




Por cuanto 


lím 

M-n 


““ rzT«-= 2 ^= 0 - 


las curvas en consideración tienen en el punto O un orden de oscula¬ 
ción igual n la unidad. 

2*. Examinemos ahora dos curvos L, y L¡. la primera de las 
cuales coincide con el eje Ox, y la segunda sirve de gráfica para la 
función 


I para 

1 0 para * = 0. 


Cerciorémonos de que las citadas curvas tienen un orden infinito de 
osculación en el origen do coordenadas O. Por cuanto Ox sirve de 
tangente común eu el punto O. entonces, al tomar en este eje un pun¬ 
to M de abscisa x, llegamos a que 1 OM | — | x |, y 1 Af,Af s | — 
= Resulta siificionlo demostrar que para cualquier n el 

límite litn ^ Hbi | x|Bt , es igual a cero. Suponiendo 

reduzcamos osle límite al límite Jim Al final 

del p. 2 § 12, cap 8 (t. 1 ) m) ha demostrado que el último límite es 
igual a cero 

2. Orden de osculación de las curvas que sirven de gráfica para las 
funciones. Supongamos que dos curvas L, y L, representan las 
gráficas de las funciones y = f,ix) c ij — f 2 (x), respectivamente. 
Admitamos también que dichas curvas son tangentes on cierto ponto 
Mu OV /i (i'o)): además, el punto .W, es ordinario para cada una de 
estas curvas *). Demostraremos que en estas condiciones la defini¬ 
ción de orden do osculación de las curvas L, y ¿ 2 , ofrecida en el punto 
antecedente, puede ser sustituida por otra definición equivalente, 
más cómoda para las aplicaciones. 

Sea Az un incremento arbitrario del argumento en el punto x n , 
y x — x„ + Ai. Diremos que las curvas y L, tienen en el punto 
M o {x„, /, (z 0 )) un orden de osculación n si existe un límite distinto 
de cero 


lím 
ai-o 


I /,(!■„-Mr)-/,(« , + Ai) | 
| Ar |"*> 


IM»>->,(*) 1 
i T-xúr^ 


Para poder hablar del orden de osculación de las curvas eu con¬ 
sideración L, y L. en el sentido de la definición dada en el punto 


*) La definición do punto ordinario de una curva, definida medíanle la 
ecuación F (¡r. y) = 0. fue propuesta en el p 1, $ i. En particular, para una 
curva, definida mediante la ecuación y — I u¡ el pumo M ü (* 0 , I (x 0 l, será 
ordinario .si la derivada t' (a) es solamente continua en un punto 
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antecedente, es necesario, ante todo, demostrar que on cierto entorno 
de dichas curvas se proyectan unívocamente sobre su tangente 
común. De esto se trata en el lema i que viene ruás abajo. La parte 
restante del presente punto se dedica a la demostración de dos lemas 
más. de los cuales se deduce inmediatamente la equivalencia de dos 
definiciones de orden do osculación de los curvas L¡ y L 2 . 

Lema 1. Si el punió M 0 (x 0 , / (i 0 )l es un punto ordinario de una curva L 
que sirve de gráfica para la junción y — / (x), la curva L en cierto entorno de M a 
se proyecta unívocamente sobre eu tangente, 

DEMOSTRACION Notemos, ante todo, quo la existencia do la tangente o la 
curvo /. en el punto A t 0 se desprende de la existencia de la derivada /' (x 0 ). 
Pasemos ahora a un nuevo sicoma de coordenadas rectangulares cartesianas 
XY. colocando el nuevo origen en el punto de tangencia M„ y dirigiendo el eje 




X por la láncenlo en A/„ (fig. 7.7|. Si denotamos con a el ángulo enlre el oje x 
y el eje X. el nuevo sistema de coordenadas se ohlirne, evidentemente, del anti- 

Í jo por la traslación del origen do coordenadas ol punto A / 0 (x„. f (x„)) y el giro 
e los ejes a un ángulo a. Haciendo uso de las fórmulas conocidas do transfor¬ 
mación de las coordenadas al trasladar y al girar los ejes (véase el fascículo 8). 
obtendremos la expresión siguiente para las nuevas coordenadas X, Y de los 
puntos do la curva L en términos de las coordenadas antiguas x 0 y = f (xj: 


X =* (i — x 0 > cus a -t- 1/ ix| — I (x„)l sen a, 
Y = — (i — x„> sen a -f |f (xj — / (x 0 >| coa a. 


17.22) 


Alianza remos nuestro objelivo si mostramos que a base de las ecuaciones (7.22) 
podemos expresar Y como una función de X (eslo significara precisamente que 
el tramo de la curva /., adyacente a A/-, se j»royecta univoenmente sobre el eje X, 
es decir, sobra la tangente). Para ello Imcla probar que en un entorno del punto 
M„ la primera de las licuaciones (7.22i es unívocamente resoluble respecto de x. 
(Efectivamente, expresando r a través de X de la primera ecuación (7.22) y 
colocando la expresión obtenida en la segunda ecuación (7.22), definiremos 1" 
como una función de X) O" conformidad con ol teorema G.l, es suficiente de¬ 
mostrar que la derivada resjXioio de x del miembro derecho de la primera de las 
ecuaciones (7.22t es distinta de cero en el punto x„ y es continua en esto pitillo. 
Pero esto es evidente, pues la derivada mencionada se expresa como eos a-i- 
+ /' (xi sen a, y en el punto x c , doude f (x 0 ) — tg a. es igual a i cos a. Por 
titanio C'. # n 2. resulta que eos a •*= 0. Ul lema está di mostrado 
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Su pon leamos que las curvas L¡ y L, que sirven de gráficas de las funciones 
a Y h l-rl <; y — u (Jl son tangentos en el panto M, (-r„. (r.)). ordinario para 

cfldí» lina di» están curvas, y x = x¿ Ex. Supongamos también que desde el 
punió J/ a (j-, f 2 ix)) está trazada una perpendicular sobre la tángeme en A/ 0 
(íig 7 8); M l es el punto de intersección de esta perpendicular con l.i curva 
Lj*). y Al , con la tangente. En estas condiciones resultan válidas las afirmacio¬ 
nes siguientes 

Lema V. Existe un límite distinto de erro 


lírn 

Ax-0 


I /»U)-/il/) I 

IV.'V.I • 


Lenta 3. Existe un limite, distinto de eem 


lint 

Ax-*<» 


I I 

I A* I 


17.2.1) 


(7.24) 


Nulemoo que de los lemas 2 y 3 su infiere que ol limito (7.211, distinto do 
coro, «-xímIo cuntido, y solo cuando, existe ol límite (7.20), distinto do coro, lo 
quo significa precisamente que las dos definiciones de orden do osculación son 
equivalentes. Pasamos a la demostración de los lomas 2 y 3. 

DEMOSTRACION pp.L lema 2. Denotemos, para simplificar, la distancia 
con p, y, para concretar, convengamos en considerar que las curvas y L, 
están según muestra lo fig. 7.8. Si X o Y son coordenadas del punto ,1/,. y a os 
el ángulo do inclinación do la tongonlo en A / 0 al ojo Oí. entonces evidentemente, 

X = i -+■ p sea a. 
y — lt (*) — peosa 

Por cnanto el punto M, so dispone en la curva /.,. resulta que Y <m u). o 
bien /, (x) — p coa a *= A ir -p p sen a). Aplicando al segundo miembro de la 
última igualdad la fórmula de I-agrango con relación al segmento [a-, x -+■ p sen al 
tendremos 

h U) — p tos a =* /, (t¡ + ,1 son a/' (|). 

donde £ es cierto punto dispuesto en el interior del segmento indicado. Por 
cuanto p—*0 para ár-> 0 y lo derivada ¡‘ (x.) os continua en el punto la últi¬ 
ma igualdad puedo ser escrita on la forma 

ti <t) - p eos a — /, (x) + p sen a |/' u 0 | e|, 17.251 

donilc « 0 para Aj- -*■ 0. Considerando que y it,l — tg a. de (7.25, obtendre¬ 

mos 


l,(x)-l,(x) _l_ 

p eos a 


e sen a. 


El lema 2 está demostrado. 

demostración DEL LEMA 3.Denotemos cuu (1 el ángulo comprendido entre 
la cuerda y la tangente MJU (fig 7.9). Evidentemente, f) — 0 para Ar -» 

0. De los triángulos rectángulos Aiy l/ 0 .V/ 2 .t/ iaqu!, M 0 P es paralelo 
al eje Or) eneontramos 


I | 


I Aa I 
cos(a + g) 


_ I I 

COsP 


•) En virlnd del lema t, para Sx .suficieulemcnle pequeüo hebra ud solo 
punto do este género. 
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La última fórmula evidencia que 

| M*M | cosp _1 

i!,'™ 1^1 + K 

El loma 3 está demostrado. 



3. Condiciones suficientes de osculación de orden n. Supongamos, 
al igual que antes, que las curvas L¡ y L. ¿ , que sirven de gráficas 
para las funciones /, (x) y /• (x). son tangentes en el punto 
,l/„ íx„, /, (x 0 )) Es válida la afirmación siguiente. 

Teorema 7.2. Sean y -= /, (x) e y = f t (r) ¡unciones (n + 1) veces 
chferen dables en clerlo entorno del punto x„; sean, además. Ins derivadas 
de (« + 1 )-¿simo orden continuas en el propia punto x„. Entonces, si 
en el punto x t se verifican las relaciones 

fi (*o> -ft(. x o)- /i - 1 /íf^o)’■ • • 

. ../r<*.>=- /r’(*o). ir"M+rr"M' < 7 - 2fi ) 


tas curias L, y L.. tienen en el punto M 0 (x 0 . /, (x 0 )l un orden de oscu¬ 
lación n. 

nr ,mostración Sea F (x) -= f¡ (x) — /, (x). Es suficiente demos¬ 
trar que existe un límite distinto de cero 


lím 

*-*e 


I FM 

I *—M"" • 


Por cuanto, en virtud de (7.26), F (x„) — F (x 0 ) = . . . 
. . . = F’"> (x„) = 0. /■<"*•’> (x 0 ) =¡t 0. entonces, al escribir para la 
función F (x) la fórmula de Taylor con el término residual on forma 
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de Lagrange, tendremos 

*<*>’-5TTTJT ^"^(í.+eu-^Hx-x.r 1 . 0<0<1. (7.27) 

Por ser continnala derivada do (« + l)-ósimo orden en el punto x 0 , 

(.r„+ 0 (x —x 0 )) = /■<-“> (x,) + e. (7.28) 

donde e-*Ü cuando x x 0 . Do las relaciones (7.27) y (7.28) obte¬ 
nemos 

»“ TT ^ t = 17T7F I ^ «*> I *<>• 

El teorema está demostrado. 

ousejivai ion i Si se cumplen todas las condiciones del teore¬ 
ma 7.2. a excepción, quizás, de la condición f , , n+u (x 0 ) I',"* 1 ' (x 0 l. 

podemos afirmar que las curvas E, y L, tienen en el punto 17„ un 
orden de osculación no inferior u n. 

obseirvaoion 2 Aclaremos el orden de osculación de la curva /., 
que sirve de gráfica de la función y — / (x), con su tangontc T en el 
punto ,D 0 (x„. / (:r 0 )). Consideraremos' además, que la función / ix) 
es tres veces diferenciable en un entorno del punto x 0 y que su tercera 
derivada es continua en el punto x 0 . 11 acordemos que lu tangente T 
sirve de gráfica de la función lineal y ip (x) — /' (#„) (x — x„) - r 
+ / íx„). Por cnanto (p (x„) ■= / (c 0 ), ip' |.r 0 ) = /' (x 0 ) y ip” (x„) = U, 
entonces, si f (x„) ^ ü, la curva L tiene con su tangente T un orden 
(le osculación n — 1. y cuando f" (x # ) --- 0, el orden mencionado de 
osculación no es inferior a dos. 

Circunferencia osculatriz. Supongamos que M 0 (x 0 . (/„) es un 
punto do la curva L que sirve de gráfica de la función y — f (x). la 
cual tiene tercera derivada continua en el punto x„. Por el punió i/,, 
se puoden trazar un número iufinito de circunferencias tangentes 
a la curva L en dicho punto. Es fácil convencerse de que la piarte de 
cada una do semejantes circunferencias, dispuesta en cierto entorno 
del punto ,l/ 0 , es una gráfica do la función de la forma y = y (.«). 
Por eso, podemos hablar del orden de osculación de la curva L y cual¬ 
quiera do las circunferencias citadas en su punto común M 0 . Aquella 
de las citadas circunferencias que tiene con la curva L un orden de 
osculación no inferior a dos se denomina circunferencia osculatriz a la 
curva L en el punto M„. La afirmación siguiente establece las con¬ 
diciones suficientes para que la curva I. tenga en el punto !/„ una 
circunferencia osculatriz. 

Teorema 7.7. Supongamos que una curra L sirve de gráfica, de la 
función y = f (x), con la particularidad de que f (x) tiene en el punto x„ 
una derivada de segundo orden, distinta de cero, y tercera derivada, con¬ 
tinua. Entonces, en el punto .l/ 0 (x„, / (x„)) existe una circunferencia 
osculatriz a la curva L. 
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demostoauon Buscaremos la ecuación de la circunferencia oscu¬ 
latriz en la forma 

(x — a)‘ + (g — 6) s = p*. (7-29) 

donde a, b y p son unas constantes que lian de ser definidas. Resol¬ 
vamos la e'cuación (7.29) respecto de y y pongamos la solución hallada 
y = i, (x) en ol primer miembro de (7.29). Entonces, podemos con¬ 
siderar (7.29) como una identidad respecto de x (considerando, por 
supuesto, que y = y (x)). Diferenciemos la identidad (7.29) dos 
veces respecto de x y exijamos que en las relaciones que so obtienen 
como resultado de la diferenciación y en la propia relación (7.29) 
los valores y„, y',, y" de la función y = y (r) y de dos primeras deri¬ 
vadas suyas en el punto x 0 sean iguales a / (*(>)• / (*#)• / (• t o)> res " 
pectivamente: 

y„ = / (* 0 >. Ve = /' (*•)• '/• “ /" (■*«)• 

De este modo, obtendremos el siguiente sistema de ecuaciones res¬ 
pecto de a, b y p: 

(r„ — a)‘ + (i/o — b? - p 5 , 

(■*o — a) + (üo — b) y', = 0, 

1 + (Pi) 5 *- (Vo - b) yl = 0. 

A condición de que p* f (a-,) = 0. p > 0, osle sistema tiene una 
solución única: 

p-JtMX. (7.30) 

Do los razonamientos aducidos se desprende que para una circun¬ 
ferencia, cuyo centre tione por coordenadas (a, b) y cuyo radio p 
se define mediante las fórmulas (7.30), y para la curva L se cumplen 
todas las condiciones de la observación 1 al teorema 7.2. Por eso, la 
citada circunferencia será osculatriz. 

oissEHV ación. Si. en las condiciones del teorema 7.3, el requisito 
f (.*•„) ^ 0 se sustituye por el opuesto, f (x„) = 0, la curva L en 
el punto AI 0 no posee circunferencia osculatriz. 

No obstante, en virtud do la observación 2 al teorema 7.2. bii 
e.ste cuso la curva L y la tangente a la misma en el punto M a tienen 
en el punto mencionado un orden de osculación no inferior a dos. De 
este modo, podemos considerar que on el caso que se examina la cir¬ 
cunferencia osculatriz degenera en el punto M 0 a una recta. 


20 — 002 
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S 3. Curvatura de una curva plana 

1. Concepto de curvatura de una curva plana. Supongamos que una 
curva L está dada mediante las ecuaciones paramétricas x — x II), 
y = y (í). Convengamos en considerar que para la curva L so cumplen 
las condiciones especificadas en el § I, cap. 2 *). En tal caso, podemos 
elegir una dirección positiva en cualquier punto .1/ de la curva I, 
Pongámonos de acuerdo llamar dirección positiva en el punto dado .1/ 

de la curva L aquella, en la cual 
se desplazará el punto M ni au¬ 
mentar el parámetro t. 

Fijemos aliora on la curva /. 
un punto M 0 , correspondiente al 
valoi del parámetro í„, y supon¬ 
gamos que este punto es un /mu¬ 
lo ordinario de la curva 

Entonces, el tramo de la cur¬ 
va /.. adyacente al punto ,17 0 , 
'er.í la gráfica de una función de 
la forma o bien y — / <a) o bien 
x — /, (y), y, «demás, existe una tangente a la curva /. en el punto ,l/ 0 . 
Introduzcamos en esta tangente lu dirección positiva correspondiente 
a la dirección positiva en el punto M„ de la curva £,**). 

En adelante vamos u analizar sólo la tangente dirigida, lin la 
fig. 7.10 la dirección de la tangente se indica con una floclia. 

Ahora, supongamos que todos los puntos de la curva L , dispuestos 
en cierto entorno del punto fijo M 0 . son ordinarios. Sea XI uno de los 
puntos indicados. Introduzcamos la noción de ángulo de contingencia 
del tramo de la curva M 0 M. Para concretar, consideraremos que ol 
punto M corresponde a un valor mayor del parámetro que el punto 
A/„. 

Llamaremos ángulo de contingencia del tramo de la curra M „ 1/ 
a un ángulo formado por las tangentes dirigidas a la curva L en los 
puntos M y XI n, el cual se toma con el signo más. si la tangente en el 
punto Mo ha do ser girada en el sentido contrahorario para hacerla 
coincidir con la tangente en el punto _W 0 por la viu más corta, y con 
el signo menos, en el caso contrario. 

En la fig. 7.11 está expuesto el tramo \1„M con un ángulo do 
contingencia positivo, y en la fig. 7.12. el tramo 1/ 0 .1/ con un ángulo 
do contingencia negativo. 


*) Es decir, consideraremos que la curva /. no tiene punios múltiples ni 
tramos de autocolocación. 

Es decir, convengamos en llamar dirección positiva en la tangente 
aquella, on la que se desplazará, ni aumentar el parámetro, un punto que repre¬ 
senta la proyección do un panto de la curva /, «obre la tangente. 
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Introduzcamos también el concepto de curvatura media del tramo 
M„M de una curva Llámase curvatura media del tramo M 0 M de una 
curva a la razón entre el ángulo de contingencia de este tramo y la lon¬ 
gitud del mismo. 

Por cuanto el punto M„ do la curva £ se considera fijo, la curva¬ 
tura media del tramo ,\/„M será una función del punto M, o una fun¬ 




ción del parámetro t. Denotaremos osta función con el símbolo 
x Mo (M). o bien x.„„ (f). 

Surge, naturalmente, una cuestión sobre el análisis del límite 
de esta función cuando el punto M tiende a lo largo de la curva L 
al punto ,t/ 0 (o bien, lo que es lo mismo, al tender el parámetro l 
hacia t„). 

Definición. El valor límite de la curvatura media del tramo M 0 M 
de una curva, cuando el punto M tiende a lo largo de la curva al punto 
M b , lleva el nombre de curvatura en el punto dado l/„ de la curva L 
y se designa por el símbolo A (.l/ 0 ). 

De este modo, por definición, 

*(-'/„) =* lím iXJ) - lím x M „ (l). 

M-íf« l-li, 

Quoda a cargo del lector cerciorarse de que: 1) tanto la curvatura 
media de cualquier tramo de tina línea recta, como también la cur¬ 
vatura en cualquier punto do dicha línea son iguales a cero, 2) tanto 
la curvatura media de cualquier tramo de unn circunferencia de 
rudio H, como también la curvatura en cualquier punto de dicha 
circunferencia son iguales a 1 IH 

Establezcamos una fórmula para calcular la curvatura en cual¬ 
quier punto arbitrario de la curva L. 

2. Fórmula para calcular la curvatura. Sea L una curva dada 
por las ecuaciones paramctricas x — x (t). y — y (i), y sea M„ 
un punto fijo de esta curva, correspondiente al valor del parámetro t„. 
Supongamos que todos los puntos de la curva L de cierto entorno 
de M„ son ordinarios y que las funciones x U) e y (í) tienen en el 


”0» 


300 


Cap. 7. Aplicaciones del cálculo diferencial 


punto f„ segundas derivadas. En estos condiciones establezcamos la 
fórmula general para el cálculo de la curvatura de la curva L en el 
punto M 0 . 

Sean x y x los valores de las derivadas primera y segunda de la 

función x = x (t) en el punto t 0 , y sea x + Áx. el valor de la primera 
derivada de esta función en el punto f„ -f- Af (Af es un incremento 
arbitrario del parámetro f). De este modo, Ax es el incremento de la 
primera derivada de la función x — x {/). Supongamos que y, y e 

y -j- A y son los valores correspon¬ 
dientes de las derivadas de la 
función y — y (f). 

Al considerar que el punto M\¡, 
correspondiente al valor dol pa¬ 
rámetro t 0 , es fijo, mientras 
que . 1 / corresponde al valor del 
parámetro t -----1 0 -|- Af, el ángulo 
de contingencia del tramo 1 f 0 jjf 
y la longitud de este tramo pue¬ 
den considerarse como funciones 
del argumento Ai. Denotaremos 
F 'g- 7.13 estas funciones con a (Af) y 

l (Af), respectivamente. 

Por definición, la curvatura k (Jl/ Q ) en el punto Af„ de la curva 
es igual al valor límite 

(7 - 31 > 

Demostremos que el valor limite (7.31) existe y calculémoslo. 

Denotemos con ip, y q> los ángulos de inclinación al eje Ox do 
las tangentes a la curva L trazadas por los puntos M„ y M respecti¬ 
vamente (fig. 7.13). Entonces, evidentemente, cualquiera que sea la 
disposición de los puntos M t y M, para el ángulo de contingencia 
a (Af) será válida la relación 

o (Af) = <p — <r«- 

De la última relación se deduce que 



tg a (At) = i g - g — T i-. 

l-( igqitgip. 


Partiendo del sentido geométrico do la derivada (véase el p. 4, 
§ 1, cap. 5, t. 1) y de la expresión para la derivada de una función 
dada paramétricamente (véase § 11, cap. 5, t. 1) podemos escribir 
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De este modo, la fórmula (7.32) puede ser escrita en la forma 
y + Ay y 

tg a (Al) = — L - = V-fo’ . . (7.33) 

, | ir (y+Ay) * (*+Ar)+y (y+Ay) 

Por cuanto las funciones x = x (í) e y = y (t) tienen en el punto t„ 
segundas derivadas, las primeras derivadas de estas funciones en el 
punto t„ son continuas y, por lo tanto, 

lím Ai/^0. lím Ax>=0. 

AI-0 Al-0 

Pero, en este caso, en virtid do la igualdad (7.33), 

lím tga(Aí) = 0. 
a/- o 

De Ja última igualdad y de que el arco tangente es continuo se des¬ 
prendo que 

lím a (Af) = 0. 

Al-» 

Por eso se vorifica la igualdad 

lím tg a a % lím [ co8a < At >=*• (7 - 34) 

Lo igualdad (7.34) y el teorema del valor limite del producto reduce 
ol problema de cálculo del valor limito (7.31) al cálculo dol valor 
limito siguiente: 

*<"•>-«“j-W- (735) 

Paro el cálculo de este valor limite notemos que ln longitud l (Ai) 
dol tramo de la curva M a M se define por la fórmula 

1»+A!_ 

l (Ai) — j V i*( t) = ¿*(t) dt. 

(o 

Al aplicar la fórmula del valor medio a la integral «lol segundo miem¬ 
bro do la última igualdad, obtendremos 


i (Aí)= M V ¿ (x*) + y 2 (t*). 
donde l 0 ^ i* ^ í 0 f A t. 


(7 30) 
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Las relaciones (7.05), (7.33) y (7.36) permiten concluir que el 
cálculo do la curvatura se reduce al cálculo dei valor límite 

• A» _• A x 

A-(M„)= lím - : - : -—- A ‘ - - (7.37) 

A, ~° U( r +Ar)+ !,(,, +Ai/)) v r«(i*) + ¡;»(I*) 

Por cuanto las (unciones x ■— x [!) e y — y (i) tienen on el punto 
í 0 segundas derivadas, existen los valores límites 


lím 

ai-o 



y 


lím 

AI-0 



(7.38) 


Luego, como las primeras derivadas de las (unciones r — x (i) 
® V “ y (0 son continuas, se deduce que 


lím Ax = 0. lím Ay = 0, 

AI-0 &f-0 

lím ^¿2(í*)4-«■*(/*)= ^ + 

Al—0 


(7.39) 


La existencia de los valores límites (7.38) y (7.39) condiciona el 
valor límite del segundo miembro de (7 37), igual a 


*y —*y 

i¿* + ;.)./» ■ 

De esto modo, queda demustrado que en el punto ,l/ 0 la curvatura 
de la curva L existe y se determina por la fórmula 

k(M 0 ) = */ . (7.40) 

(«•+**!•/* 

Observación. Supongamos quo se pide calcular la curvatura 
k(M o) en un punto dado M 0 de la curva L que sirve de gráfica para 
una junción dos veces diferenciable y = f (ir). 

Adoptando on la (órmula (7 40) x — l, y = / (i), obtendremos 
para la curvatura buscada la (órmula siguiente 

“«■'-rafíSwir- 

Por fin, si la curva está dada mediante la ecuación polar r = 
= r (0), donde r (0) es uua función dos veces diferenciable del ángulo 
polar 0, entonces, tomando por el parámetro t el ángulo polar 0 
y teniendo presente quo x — r (0) eos Ü. y — r(0) sen 0. obtendré- 
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mos la expresión siguiente para la curvatura: 

. i 3 (Q)+2 Ir - (á)l 1 —r (0) r* (0) 




(757é)+F r (§y¡ i F' i ' 

Calculemos, a título de ejemplo, la curvatura en un punto arbi¬ 
trario de la catenaria y -- n ch —. 

Por cuanto 

1 + 1/* (*>]*-«**£«■$-. rW-T* T= Tr¬ 
ia curvatura será igual a 



S 4. Kv(iluta y evolvente 

1. Normal a una curva plana. Sea L una curva plana definida 
mediante las ecuaciones paramétricas 

T = tp(í), g = <í> (*)• (7.41) 

Convengamos en considerar que la curva L no tiene puntos múlti¬ 
ples ni tramos de autocolocacióli. Además, consideraremos que todo 
pinito do la curva L es ordina¬ 
rio ♦) 

Introduzcamos la noción do 
normal o una curva en un pun¬ 
to dado M. 

I na recta que está dispuesta 
en el plana de la curva L y que 
pasa por el punto M de la curva 
perpendicularmente a la tangente 
a L en el punto Ai, se llama 
normal a L en el punto M 
(fig 7.14). 

Hallemos la ecuación de la 
normal a una curva. Sean a c y 
las coordenadas del punto M de 
la curva L, y senil X e Y las Fíg. 7.14 

coordenadas de cualquier punto iV 

de la normal a la curva. Por definición, la normal as perpendi¬ 
cular a la tangente, y, por eso. el coeficiente angular lc n de la 
normal está asociado con el coeficiente angular k, de la tangente 

*1 Advirtamos que en estas condiciones existe una tangente en cada puuto 
de la curva L. 
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mediante una relación *) 

k„k, — — 1. (7.42) 

Por cuanto el coeficiente angular k t de la tangente es igual a 

(si la curva (7.41) está definida paramétricamente), de (7.42) obte¬ 
nemos 

(7.43) 

Unciendo uso de la ecuación de una recta con el coeficiente angular 
dado que se conoce por el curso de geometría analítica, obtendre¬ 
mos la siguiente ecuación para la normal a la curva L : 

Y-V -—f iX-x). (7.44) 

Teniendo presente que x = (p (t) c y — <|> (i), escribamos la ecuación 
(7.44) en la formo 

tf' (X — <p) + V"' (V — tp) = Ü. (7.45) 

observación. Cuando la tangente en un punto .1/ es paralela al 
eje de abscisas, su cooficiento angular k, es nulo y, por oso, las rela¬ 
ciones (7.42). (7.43) y (7.44) carecen de sentido. Ño obstante, en este 
caso la ecuación (7.45) es la ecuación de la normal. En efecto, si 
k, — 0 (la tangente es paralela al eje de abscisas), i|i' = 0. y q>' ^ 
7¿0 **), por lo cual la relación (7.44) toma la forma: X — <(■ — 0. 
La última forma es la ecuación de una recta perpendicular al eje Ox, 
la cual, al cortar el ejo Ox, deja en el mismo un segmento igual a tu. 
Está claro que esta recta coincide en el caso que so considera con la 
normal en el punto M. 

2. Evoluta y evolvente do uno curva plana. Supongamos que 
una curva L salisface las mismas condiciones que en el punto ante¬ 
cedente. Volvamos a lo ecuación (7.45). Si consideramos i en esta 
ecuación como un parámetro, ésta es una ecuación monoparamótrica 
de una familia de todas las normales a la curva plana L. Una idea de 
una familia do normales a una curva plana la ofrece la fig. 7.15. 

Bajo determinadas condiciones una familia monoparamétrica 
de normales cuenta con una envolvente que so denomina «voluta 
de la curva L. 

Así, pues, llámase evoluta de la curva plana L a la envolvente de 
una familia monoparamétrlca de normales de dicha curva. La cun a L, 
considerada con relación a su evoluta. se denomina evolvente. 


*) Esta relación so conoce por ol curso de geometría analítica (véase, por 
ejemplo, ol fascículo Geometría analítica del presente curso). 

**) Recordemos que A, = JL- y para un punto ordinario «p'a+tf' 1 0 
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Aclaremos las condiciones de existencia de la evoluta de la curva 
plana L y hallemos sus ecuaciones pararaétricas. 

Convengamos en considerar que la curva L sin puntos singulares 
viene dada mediante las ecuaciones paramétricas (7.41). Supongamos, 
para simplificar, que el parámetro t varía en el intervalo (0, 1). 
Admitamos también que las funciones <p (f) y i|> ( t ) de las relaciones 



(7.41), tienen terceras derivadas continuas sobre el intervalo (0, 1). 
Entonces, resulta válido el teorema siguiente. 

Teorema 7.4. Supongamos que en todos los puntos de la curra L 
su curvatura k y la derivada de la curvatura *) no son nulas. Entonces, 
existe una evoluta de la curra L, con la particularidad de que las ecua¬ 
ciones paramétricas de la evoluta tienen por expresión 




(7.40) 


demostración Hemos definido la evoluta como envolvente 
de una familia monoparamétrica do normales a la curva L. Esta 
familia se da mediante la ecuación (7.45). De este modo, la función 


*1 Para las condiciones impuestas en las funciones tp y ip ia curvatura k 
es una función diferenciable del parámetro t. 
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F (X, y, í) que define la familia so expresa con ayuda de la relación 
F (X. Y, t) - «p' (X - q) + Y (Y - q), (7.47) 

donde t desempeña el papel de parámetro. 

Aprovechemos ahora las deducciones del § 1 de este capítulo 
sobre la existencia de una envolvente para aclarar la cuestión de 
existencia de una cvoluta (es decir, do una envolvente de la familia 
(7.45)). Hemos de comprobar el cumplimiento de las condiciones 
del lema del p. 3, § 1 de este capitulo y de las condiciones del teo¬ 
rema 7.1. Pasemos a la comprobación do los condiciones menciona¬ 
das. Detengámonos primero en la comprobación de las condiciones 
del lema. Es exúdente que con las oxigénelas formuladas para las 
funciones <p y ip las funciones F (X. Y, t) y F\ (X, 1", t) son dife- 

renciables. Cerciorémonos ahora de que el jacobiano efl 

distinto de cero. Haciendo uso de la expresión (7.40) para la curva¬ 
tura k de la curva L, podemos representar este jacobiano en la forma 
siguiente: 

■ Ü o[í y') > =fc[ < f ,: -M' 2 l 3 2 - 


Por hipótesis del teorema, la curvatura k es distinta do cero. Además, 
por cuaDto todos los puntos de la curva /. son ordinarios, tenemos 
q' 2 + i|>' 2 ¥= O- De este modo, el jacobiano mencionado es distinto 
de cero y, por consiguiente, todas las condiciones del lema están 
cumplidas 

Comprobemos ahora las condiciones del teorema 7.1. Es cvidento 
que con las exigencias formuladas para las funciones q y if las deri¬ 
vadas F' x , F'y, F¡x, F~,y, F~,i son continuas. Resta sólo convencerse 
de que la relación P~,¡ ^0 es válida para todas los valores de t 
del intervalo (0, 1) y para los puntos característicos en las normales 
a la curva L. 

Por cuanto 

r„ - .p" (X - <j) -i- ip" 0' - *) - 3 (tpV + if'víO (7.48) 

y, según el p. 2, § 1 de este capítulo y las fórmulas (7.13). los puntos 
característicos para el caso en cuestión se determinan por las rela¬ 
ciones 

qr' (X - q) +r (Y -*) = 0. (7.40) 

q" (X — <r) -i-1|-' (Y — vi — (V* — t' 2 ) = o, 

el valor de la derivada F~„ en los puntos característicos será igual, 
en virtud de (7.48) y (7.49), a 

Fu = (<í' ! +q' í ) - 3 <q 'r + * Y>- 


(7 50) 
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Volvamos a la expresión (7.40) para la curvatura k de la curva L. 
Habida cuenta de las designaciones (7.41), obtenemos de la fór¬ 
mula (7.40) por diferenciación: 


[<P 7Í +V*|‘' i 




Con ayuda de esta relación y de la exprosión (7.40) para la curvatura 
demos a la expresión (7.50) la forma siguiente: 

= 4 to' 2 +'fa¬ 


llado que, por hipótesis del teorema. & y A' no son nulos y, además, 
■p' ! -i- 0, de la última expresión para F\, proviene que para 

todos los valores de t del intervalo (0, 1) y para los puntos caracte¬ 
rísticos do las normales a LF[ t =£ 0. De este modo, las condiciones 
del teorema 7.1 también están cumplidas. 

Hallemos ahora las ecuaciones pararaétricas de la evolula. Por 
cuanto, para las condiciones formuladas, la ovoluta es un lugar geo¬ 
métrico de puntos característicos de la familia de normules, las coor¬ 
denadas X o y de los puntos do la evoluta se determinan a partir 
de las relaciones (7.49) Encontrando a partir de oslas relaciones 
X e Y, obtendremos precisamente las ecuaciones paramétricas (7.40). 
El teorema queda demostrado. 

observación. En geometría se usan frecuentemente los conceptos 
de radio de curvatura y de centro do curvatura Llámase radio de 
curvatura R de una curva L a una magnitud 1/A, donde k es la curva¬ 
tura de L, y llámase centro de curvatura a un punto de la normal a la 
curva que dista de un punto dado de la curva L en dirección do la 
concavidad de L a una magnitud igual a R. 

Notemos que el radio do curvatura de una curva es igual al radio 
de la circunferencia oscnladora y el centro de curvatura coincide con 
el centro do la circunferencia OSClllatriz. 

Cerciorémonos de que la evoluta es un lugar geométrico de centros 
de curvatura déla cuna. En efecto, de las relaciones (7.40) obtenemos 

(x-m* + O'-'t0 í =-¿- n\ 

es decir, un punto ile la evoluta con las coordenadas (X, 5’) dista 
del punto de la curva L con las coordenadas (<f. >| ) a una magnitud R 
El sentido geométrico de la evoluta (véase fig 7.15) muestra que el 
punto (X, Y) está dispuesto en la normal orientada bacía la conca¬ 
vidad de la curvo L. 

ejemplo Hállenlos las ecuaciones de la evoluta de una elipse 
AUCÍJ (fig. 7.10) definida mediante las ecuaciones paramétricas 

x — (p (O — a eos /, i/ — i|- (t) -— i» sen l 


Por cuanto <p' = —a sen t, ip' = 6 eos i, <p" — —a eos í, i|)" = 
= —b sen i, tenemos, pues, ip' 1 4- <¡>' a = a 2 sen 3 t eos 5 í, y 
cp'tp" — = ah. Por eso, de acuerdo con (7.48), las ecuaciones 



Plg. 7.16 


paramétricas de la evoluta de la elipso tienen por expresión 

„ o»-í>* v b’—a’ 

X -eos 3 í, Y =-r— sen 3 1. 

a o 

i)e este modo, la evoluta de una elipse es la llamada astruide alargada 
(véase fig. 7.18). 

Advirtamos que uii los puntos A, tí. C. ü de la elipse (es decir, 
en sus vértices) la derivada de la curvaturu es igual a cero. Por eso, 
en dichos puntos no se cumplen las condiciones del teorema 7.4. 
En los puntos correspondientes A'. B ', C'. D' la evoluta do la elipse 
tiene singularidades, es decir, los llamados puntos de retroceso. 
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